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A dokumentum használata 


Mozgás a dokumentumban 


A dokumentumban való mozgáshoz a Windows és az Adobe Reader meg- 
szokott elemeit és módszereit használhatjuk. 

Minden lap tetején és alján egy navigációs sor található, itt a megfelelő 
hivatkozásra kattintva ugothatunk a használati útmutatóra, a tattalomjegy- 
zékte, valamint a tárgymutatóra. A 4 és a b nyilakkal az előző és a követ- 
kező oldalra léphetünk át, míg a Vissza mező az utoljára megnézett oldalra 
visz vissza bennünket. 


Pozícionálás a könyvjelzőablak segítségével 


A bal oldali könyvjelző ablakban tartalomjegyzékfa található, amelynek 
bejegyzéseire kattintva az adott fejezet/alfejezet első oldalára jutunk. Az 
aktuális pozíciónkat a tartalomjegyzékfában kiemelt bejegyzés mutatja. 


A tartalomjegyzék és a tárgymutató használata 


Ugrás megadott helyre a tartalomjegyzék segítségével 


Kattintsunk a tartalomjegyzék megfelelő pontjára, ezzel az adott fejezet 
első oldalára jutunk. 


A tárgymutató használata, keresés a szövegben 


Keressük meg a tárgyszavak között a bejegyzést, majd kattintsunk a hozzá 
tartozó oldalszámok közül a megfelelőre. A további előfordulások megte- 
kintéséhez használjuk a Vissza mezőt. 

A dokumentumban való kereséshez használjuk megszokott módon a 
Szetkesztés menü Keresés parancsát. Az Adobe Reader az adott pozíció- 
tól kezdve ketes a szövegben. 
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Előszó 


A jegyzet a Széchenyi István Egyetem mérnöki BSc-szakos hallgatói szá- 
mára készült, a valószínűség-számítás és a matematikai statisztika klasszi- 
kus bevezető fejezeteit tartalmazza. Az anyag tárgyalásánál az elméleti 
részek rövid, előadásjegyzet fotmában történő leírására törekedtünk. Ezzel 
azt kívántuk elérni, hogy egy viszonylag rövid, témakörök szerint jól tagolt 
anyag álljon a hallgatók rendelkezésére. A példáknál igyekeztünk az elmé- 
let műszaki-gazdasági alkalmazásait is bemutatni. A jegyzet terjedelmi kor- 
látai miatt csak a fontosabb és viszonylag egyszerűen igazolható tételek 
bizonyítottuk. A statisztika részben is csak a leggyakrabban alkalmazott 
próbák ismertetésére szotítkoztunk. 

A jegyzet újszerű abban az értelemben, hogy a statisztikai feladatoknál 
a kézi számolás mellett azok Microsoft Excellel történő megoldását is is- 
mettettük, mivel ez a programcsomag minden hallgató számára ingyene- 
sen elérhető. Az anyag hagyományos eloszlási táblázatokkal történő kiegé- 
szítését elhagytuk, hiszen a Microsoft Excel eloszlásfüggvényei ezeknél 
sokkal részletesebb információt szolgáltatnak. 

Végül köszönet illeti dr. Bolla Matiannát, a Budapesti Műszaki és 
Gazdaságtudományi Egyetem docensét a jegyzet gondos lektorálásáért és 
hasznos megjegyzéseiétt, kiegészítésetétt. 


A szetzők. 
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1. Kombinatorika 


1.1. Permutációk, variációk és kombinációk 


n különböző elem különböző sorrendjeinek (az n elem permutációinak) a 
száma: 


P -n!-—n:(n-1)-...:2-1. 
Ha az n elem között kk. ,...,k, (k, T(x ap aco ds lég 5 n) darab megegye- 
ző van, az n elem ismétléses permutációHiba! A könyvjelző nem léte- 


zik.inak a száma: 


! 
Prekassoki n. 


ű KEEETET0 


n különböző elemből k különbözőt kiválasztunk (k £ n) és minden lehet- 
séges sorrendbe állítjuk. Az így keletkező variációk száma: 


V., -n:(n—1)-...-(n—k 41). 
Ha megengedjük a kiválasztásnál az ismétlődést is, az ismétléses variá- 
ciók száma: 


do Ensk 
Van —nhn . 


Ha az n különböző elemből K-t kiválasztunk (k £ n), de a kiválasztottakat 
nem rakjuk különböző sottendbe, a keletkező kombinációk száma: 


Va n-(n—1)-...:(n—k 1) n! (4) 
CE sz zzz 


P, k! 7 melazan kt 





Ha n különböző elemből kiválasztunk £-t, de a kiválasztott elem ismétlőd- 
het, a felírható ismétléses kombinációk száma: 


s ntk-1l 
E ; b 
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. VA n n 
Megegyezés szerint 01—1 és § ) -[ ) 1]. 
n 


1.1. tétel. Az n elem k-ad osztályú ismétléses kombinációinak a száma 
megegyezik az (n 1 k— 1) elem k-ad osztályú ismétlés nélküli kombináció- 


inak számával, azaz CS4 — Ouekak 


Bizonyítás. Jelölje A az n elem k-ad osztályú ismétléses kombinációinak 
és B az (a tk —1) elem k-ad osztályú ismétlés nélküli kombinációinak a 
halmazát. A kombinációknál a kiválasztás sorrendje nem számít. Így az A 
halmaz elemeit az (1,...,n) halmaz elemeiből álló (a,,a2,...,a,)e A nem 


csökkenő a, £ a, S...S a, sotozatoknak, a B halmaz elemeit pedig az 
(1. .. ntk— 1) halmaz elemeiből álló (b, Dósa be B szigorúan növe- 
kedő b cb, c... cb, sorozatoknak tekinthetjük. A két halmaz között a 
következő T: AG B leképezést létesítjük. Tetszőleges (aa. . sag ) e A 


ismétléses kombinációhoz rendeljük hozzá a 
T(ay,a25...5a4) (a, a; F],...,a, 4k -1e B 


ismétlés nélküli kombinációt. 

A továbbiakban azt igazoljuk, hogy ez a 7 leképezés kölcsönösen egy- 
értelmű. Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy a 7 leképezés az A halmaz 
különböző elemeihez a B halmaz különböző elemeit rendeli és a B halmaz 
minden egyes (b, bo, . ; .:b) eleméhez található olyan A halmazbeli 


(a, ao,...5ax) elem, amelyre 
T (apa, ...5a4) — (b, bo... b) 
teljesül. Legyenek 
(a, ao ,...5 ax ), (ado... dx) € A 

tetszőleges különböző ismétléses kombinációk. Ekkor a 

T(ay,a25...5ax)— (a, az F],..., a, 4 k—1) 
és a 

T(a do...) (aa, 1... a, 4k—1) 
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ismétlés nélküli kombinációk is különböznek, ugyanis 


(adas ...5ax)—(ddos....d4)— (ap — da. —d2,....a4— d) 


7 (0,0,...,0) 


esetén 
T(a,,a2,...5a4)—T (a as, .... d) 


sem egyenlő a (0,0,...,0) sorozattal, mivel 
T(a,a2,....a)—T (aa, ....a4)— (a, — d. 42 —d2, s.k -a,) 


Legyen (b, Das. Dx ) e B egy tetszőleges ismétlés nélküli kombináció. Ek- 
kor (p.,b.—l,. ...bh—-k rt 1) e A egy olyan ismétléses kombináció, amelyre 


T(b,,b, —1,...,b,—k 41)— (b,,bo,...,b, ) 


teljesül. Ezzel igazoltuk a tételt. 


A tétel kimondása és bizonyítása más, szemléletesebb gondolatmenettel is 
történhet. Vegyük észre, hogy a tétel állítása azzal ekvivalens, hogy 


81048 s Jn 0 Ennek belátását az alábbi példán keresztül szemléltetjük. 


Cuktrászdában z fajta sütemény van, ezekből haza akartok vinni £ darabot 
(k:3n is lehet). Hányféleképpen tehetem ezt meg? A vásárlásokat a kö- 
vetkezőképp adminisztrálom: felírom az wz süti nevét, közéjük (n—1) vo- 
nalat húzok, és a vásárolt sütiket ugyanannyi ponttal jelölöm. Könnyű 
látni, hogy pontosan annyi különböző hazavitel létezik, mint ahány külön- 
böző sorrendje van az (1—1) vonásból és £ pontból álló sorozatnak. Ez 
utóbbi épp (n—-1--k) elem ismétléses permutációinak száma, melyek 


közül (n—1) ill. £ egymás között megkülönböztethetetlen. 


[4 példa. (Permutációk.) Hány olyan tízjegyű szám van, amelyben minden 


számjegy csak egyszet fotdul elő? 


Megoldás. Először vegyük az összes olyan számot, amelyek 10 különbö- 
ző jegyből állnak! Ezek száma a 10 elem összes petmutációinak száma, 
vagyis R, —10!. Mivel a petmutációk képzése során egyik számjegynek 
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sincs megkülönböztetett szerepe, ezért nyilván 1/10 részében 0 áll az első 
helyen. Így a megfelelő permutációk száma az összes permutációk 9/10 
része. Tehát 9/10-101—9-9! valódi tízjegyű csupa különböző számjegyet 
tartalmazó szám van. 


Más megoldás: az 1-—10. helyiértékig a különböző kitöltések száma: 


9:9.8-....2.17-9.9. 


: 2. példa. (Ismétléses permutációk.) Egy pénzérmét tízszet egymás után 
: feldobunk. Hányféle olyan dobássorozat van, amelyben 6 fej és 4 írás for- 
: dul elő? 


Megoldás. A dobások száma adja az elemek számát, ez tehát 10. Mivel 6 
fej és 4 írás megegyező elemeket jelentenek, a sortrendek számát ismétléses 
permutációval kapjuk meg: 


10!  10.-9-8-7-6! 
pézt 


- szei -3-7:10- 210. 
6I.4!  — 6I4.-3-2-I 





: 3. példa. (Vatiációk.) Egy nyolctagú család egy alkalommal négy színház- 
; jegyet kap. Hányféleképpen oszthatók ki a jegyek a családtagok között? 
: (Mivel a jegyek számozottak, a sorrendet is figyelembe kell vennünk!) 


Megoldás. A család nyolc tagjából négyet kell kiválasztanunk és ezek 
sorrendjét is meg kell külön adnunk. Képeznünk kell tehát 8 elem negyed- 


4 


V., -8:7:6:5-1680. 


: 4. példa. (Ismétléses variációk.) A kétféle motzejelből, vagyis pontból és 
: vonalból, 5-öt írunk fel egymás után. Hány ilyen ötös jelsorozat létezik? 


Megoldás. A kétféle motzejel két elemet jelent, amelyekkel 5 helyet kell 
betölteni rögzített sortendben. A lehetséges jelcsopottok száma 2 elem 


égy 
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Vim - 25 - 32. 


Tehát 32-féle jelcsopottot íthatunk fel. 


; 5. példa. (Kombinációk.) Hányféleképpen töltheti még ki a lottószelvényt 
, az, aki a 3, 7, 13 számokat már bejelölte a szelvényen? 


Megoldás. A lottószelvényen 90 számból 5-öt kell megjelölni. Így, aki 
már hármat beítt, még két számot választhat a fennmaradt 87 szám közül. 
Tehát 87 elem másodosztályú kombinációit kell képeznünk, hogy az ösz- 
szes lehetséges változatokat megkapjuk. Ezek száma: 


87 ! . 
ÜL E Hi 87! . 87 86 2741. 
7 2 851.2! 1-2 





I 6. példa. (Ismétléses kombinációk.) Egy tisztségre 3 jelölt van, ezekre 
, 20-an szavaznak. Hányféle etedménnyel végződhet a titkos szavazás, ha 
: mindenki egy jelöltte szavaz? (Etedményen annak megadását értjük, hogy 
: a 3 jelölt külön-külön hány szavazatot kap.) 


Megoldás. A szavazás végén a 20 szavazólap mindegyikén a 3 jelölt va- 
lamelyikének a neve áll. A szavazólapok sortendje nem számít, csupán az, 
hogy a jelöltek külön-külön hány szavazatot kaptak. A szavazás minden 
lehetséges eredménye tehát a 3 jelölt egy 20-ad osztályú ismétléses kombi- 
nációja. Ennek száma: 


; 3320-1 22 ! ; 
cipel J-( J- 28 ZA ag 





20 20) 2012! 2-1 
Tehát 231 különböző eredménnyel zárulhat a szavazás. 
7 példa. (Ismétléses kombinációk.) Egy gyetek 5 különböző fagylaltból 


: választhat háromgombócos adagot. Hányféle lehetősége van a választásta, 
: ha az adagolás sorrendjére nem vagyunk tekintettel? 


Megoldás. A fagylaltfajták száma — vagyis az elemek száma — 5. Ezekből 
hármas csopottokat képezünk, amelyekben a sortend nem számít, és több 
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gombóc is állhat ugyanabból a fajtából. A csoportok számát 5 elem 3-ad 
osztályú ismétléses kombinációinak száma adja, és ez 


, 5-43—-1 7 ! 6 
CS mi . a as Ze 6 5 — 35. 
7 3 3 31.-4! 1.2.3 
Tehát 35 lehetősége van a választásra. 


; 8. példa. (Kombinációk.) Hányféleképp tölthető ki egy ötös lottószel- 
, vény? 


90 
Megoldás: z -féleképp. 


; 9. példa. (Ismétléses variációk.) Hányféleképp tölthető ki totószelvény? 


Megoldás: A 13-tippes szelvény 3"-féleképp. A 13--1-tippes szelvény 
3".féleképp. 


: 10. példa. (Ismétléses kombinációk.) Repülőgépről ledobunk 100 db 1000 
: forintost. Hányféleképp szedheti össze a lehullott pénzt: a) 100 ember 
: b) 50 ember -) 150 ember? 


Megoldás: A különböző lehetőségek száma: 


j 199 . 149 ; 249 
ism — ism t— sm - 
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2. Valószínűség-számítás 
A valószínűség-számítás tárgya: véletlen tömegjelenségek vizsgálata. 


2.1. Események, műveletek eseményekkel 


Kísérlet alatt egy véletlen tömegjelenség megfigyelését értjük. Egy kísétlet 
egy lehetséges kimenetele az elemi esemény. Az egy kísétlethez tartozó 
elemi események összessége az eseménytér, amit (2-val jelölünk. Az ese- 
ménytér bizonyos részhalmazait eseményeknek nevezzük. 

Az elemi események egyetlen elemet tartalmazó események. 


Ha egy A eseményre vonatkozóan kísérletet végzünk, és a kísérlet során 
adódó a elemi esemény eleme az A-nak (a € A ), akkor azt mondjuk, hogy 
az A esemény bekövetkezik. 


Az € halmaz is egy eseményt ad. Mivel ez az esemény az összes lehetséges 
elemi eseményt tartalmazza, ezért biztosan bekövetkezik, és emiatt biztos 
eseménynek nevezzük. Az üres halmazzal megadott esemény sohasem 
következik be, ezért lehetetlen eseménynek nevezzük és a ÓŐ szimbó- 
lummal jelöljük. 


Ha A és B két esemény és A c B, akkor azt mondjuk, hogy az A esemény 
bekövetkezése maga után vonja a B esemény bekövetkezését. 

Egy A egy B eseményt egyenlőnek nevezünk, ha bármelyik bekövetkezése 
egyben a másik bekövetkezését is jelenti. 


Az események között az alábbi műveleteket értelmezzük: 


Az A és B események A-- B összege az az esemény, amely akkor követ- 
kezik be, ha az A és B két esemény közül legalább az egyik bekövetkezik. 


Az A és B események A:B szotzata az az esemény, amely akkor követ- 
kezik be, ha az A és a B is bekövetkezik. 


Az A és B események A— B különbsége az az esemény, amely akkor 
következik be, ha az A esemény bekövetkezik, de a B esemény nem. 
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Az A esemény A ellentettje (komplementere) az az esemény, amely 
akkor következik be, ha az A esemény nem következik be. 


Ha az A és B esemény egyszette sohasem következik be, azaz A: B - Ő, 
akkor az A és B eseményeket egymást kizáró eseményeknek nevezzük. 


Hangsúlyozzuk, hogy az eseményekkel végzett /ogiXkaz műveletek a megfe- 
lelő tészhalmazok közötti MaZyzazetméleti rnűveletekkel ekvivalensek: az ösz- 
szegnek az unió, a szorzatnak a metszet felel meg. A diszjunkt halmazok 
egymást kizáró eseményeket reprezentálnak. 


Az alábbi állítások a definíciók egyszerű következményeit: 
Alapvető műveleti tulajdonságok: 

A4tB-B-A, A-B-B-.-A, 
(A4BJ4C-A1(B4C)  —— (A-B) C-A-(B-C), 
A-(B4C)-A-BrA-C, A4B-C-(A1B)-(A4 C). 

Egyéb műveleti tulajdonságok: 
A-t A - A, A: A - A, A-B —- A-B. 
A1Ó —- A, A. -Ő, 
A1€-0, A-O — A, 
A4A-O,  — A-A-Ó, 


A de Morgan azonosságok: 





A34B-A-B, A-B—-A4 B. 


2.2. Az eseményalgebra fogalma 


Definíció. Legyen H egy tetszőleges alaphalmaz és G a H bizonyos tész- 
halmazaiból készített olyan (nem üres) halmazrendszer, amely tartalmazza 


e H-t; 
e  H bármely elemének a komplementetét is; 
e  H elemei bármely végtelen sorozatának az egyesítését (összegét) is. 
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Az ilyen tulajdonságú G halmazrendszert c-algebrának (szigma-algeb- 
rának) vagy Boole-féle eseményalgebrának nevezzük. 


Definíció. Eseményalgebrán a következőkben mindig egy, az (2 ese- 
ménytéren éttelmezett 6-algebrát értünk. 


2.3. A valószínűség-számítás axiómái 


Ha egy kísétletet 1-szet azonos körülmények között megismételve az A 
esemény k, esetben következik be, akkor ezta k, számot az A esemény 


gyakoriságának nevezzük. A gyakoriság és a kísérletek számának hánya- 


k 
dosát, — -et pedig az A esemény relatív gyakoriságának hívjuk. 
n 


A tapasztalat azt mutatja, hogy nagyszámú, azonos körülmények között 
megismételt kísétlet esetén egy esemény telatív gyakorisága bizonyos stabi- 
litást mutat, vagyis egy meghatározott számérték körül ingadozik, és az 
ingadozások a kísérletek számának növelésével általában egyre kisebbek 
lesznek. Azt a számot, amely körül az A esemény telatív gyakorisága inga- 


dozik, az esemény valószínűségének nevezzük és P( A) -val jelöljük. 


Az egyes események valószínűségeinek létezésére és tulajdonságaira 
vonatkozóan feltételeket kell tennünk. Erre vonatkoznak a valószínűség- 
számítás V. N. Kolmogorovtól származó axiómái. Az axiómák ismertetése 
előtt nézzük meg, hogyan adódnak ezek a tapasztalati adatokból. 


1. Nyilvánvaló, hogy egy A esemény telatív gyakorisága 0 és 1 közötti 
érték, azaz 
ka 
0£2— 51. 
n 


Mivel az A esemény telatív gyakorisága az A esemény valószínűsége 
körül ingadozik, a 
0 £ P(A) 51 


feltételnek is igaznak kell lennie. 
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2. A biztos esemény mindig bekövetkezik, ezért relatív gyakorisága min- 


dig 1, azaz 
fa zi. 
n 
Ezétt a 
P(2)-1 


egyenlőségnek is teljesülnie kell. 

3. Ha az A és B egymást kizáró események, akkor az A-B esemény 
(k, tkp)-szet következik be. A relatív gyakoriságokra áttérve innen 
azt kapjuk, hogy 


K AB S ka, tkp Fe k a Ke 


n n n n 





Mivel az A1 B esemény telatív gyakorisága az A-t B esemény való- 
színűsége körül ingadozik, az A illetve B esemény trelatív gyakoriságai 
pedig az A illetve B esemény valószínűsége körül, ezért egymást kizáró 
események esetén a 


P(A- B) - P(A)- P(B) 
egyenlőségnek is fenn kell állnia. 


A valószínűség-számítás axiómái ezek után a következők: 


1. Az adott (2 eseménytét minden egyes A eseményéhez tartozik egy 0 és 


1 közé eső P(A) szám, azaz 


02 P(AJ1, 


amelyet az A esemény valószínűségének (valószínűségi mértéké- 
nek) nevezünk. 

2. A biztos esemény valószínűsége 1, azaz P(e) s 1. 

3. Az egymást pártonként kizáró események összegének valószínűsége az 
egyes események valószínűségének összegével egyenlő, azaz ha az 
A; , Az; : 5 As... események esetén A; : A, — ÓÓ ha j A k, akkor 
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Ha J-XP(4) 


(Ezt a tulajdonságot c-additivitásnak nevezzük.) 


A valószínűség tehát egy halyazfiigovény. Egyik szemléltetése a következő: 
ző gy egyeny. Eg) 


ha €-n egységnyi tömegű festéket képzelünk eloszlatva, akkor P(A) az 


2.4. Valószínűségek meghatározása 


2.4.1. tétel. Az A esemény ellentettjének valószínűsége 
P(AJ-1- P(A). 


Bizonyítás. Felhasználjuk, hogy A:A-Ö és A1A— A. A 3. axiómát 
alkalmazva így 

P(o)- P(A- 4) P(aA)- P(a)— 

1- P(A)- P(a)— P(4)-1— P(4). 


Definíció. Események egy összességét teljes eseményrendszernek ne- 
vezzük, ha az események páronként kizárják egymást és az összegük a 
biztos esemény, azaz az A, , A. , ..., A, események teljes eseményrendszett 
alkotnak, ha 


A4oAt Sí (Im v-z és A 54 os 2. 


2.4.2. tétel. Ha az A, A,,..., A, események teljes eseményrendszert al- 


kotnak, akkor a valószínűségük összege 1, vagyis 
P(A,) 4 P(A,) 4 ...4 P(A, )—1. 


Bizonyítás. A teljes eseményrendszer definíciója szetint A, : A; — (Ő (ha 


iz j)és A, FA, 4...FA, —-O. A 2. és a 3. axiómát alkalmazva így 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék I Név- és tárgymutató Vissza 4 17b 


Valószínűség-számítás és matematikai statisztika Valószínűség-számítás 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék I] Név- és tárgymutató Vissza d 8)b 


1- P(2)— P(A, 4 A, 4... A,)— P(A.) 4 P(A, ) 4 ...4 P(A, ) 
1- P(A,) 4 P(A, ) 4 ...4 P(A, ). i 

2.4.3. tétel. Az A és B események B— A különbségének valószínűsége 
P(B — A) - P(B)- P(A- B). 

Bizonyítás. Felhasználjuk, hogy B — (B úti A) FA: B, és 

(B— A) (A-B) - 2. A 3. axiómát alkalmazva így 

P(B) - P((B— A) A-B) — P(B—- A) 4 P(A-B)— 

P(B — A)—- P(B)- P(A: B). 

2.4.4. következmény. Ha A c B, akkor P(B— A) — P(B)- P(A). 


2.4.5. tétel. A valószínűség monoton balmazfüggvény, azaz, ha A c B , akkor 
P(A) S P(B). 
Bizonyítás. Az 2.4.4. következményt alkalmazva: 
0 £ P(B — A) - P(B) — F(A) , ahonnan P(A) £ P(B) . 

2.4.6. tétel. Az A és B események összegének valószínűsége: 

P(A-- B) - P(A)- P(B)- P(A- B). 
Bizonyítás. Felhasználjuk, hogy A-B — A--(B — A) és 
A-(B— A) — 2. A 3. axiómát alkalmazva így 

P(A- B)- P(A1(B— A)) - P(A)-- P(B — A), ahonnan: 
P(A- B) - P(A)-- P(B)- P(A- B). 


Az előző szakasz végén leírt , festékes? szemléltetéssel: az AU B -re jutó 
festékmennyiség egyenlő az 4-ta és B-re jutó festékmennyiségek összegé- 
vel, de ekkor az Ar B-re jutó festékmennyiséget kétszer vettük számí- 
tásba, így azt le kell vonni az összegből. 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék ] Név- és tárgymutató Vissza d 8)b 


Valószínűség-számítás és matematikai statisztika Valószínűség-számítás 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék I] Név- és tárgymutató Vissza 4 19b 


A fenti tétel általánosítható több eseményre is (szzzaformulák). Említsük 
még meg a 3 eseményte való általánosítást, amely szemléletesen ugyanúgy 
látható be, mint a 2.4.6. tétel: 


2.4.7. tétel. Az 4, B és C események összegének valószínűsége: 
P(A3B4C)- 
- P(A)- P(B)- P(C)- P(A-B)- P(A-C)— P(B-C) 4 P(A: BC) 


2.5. A klasszikus valószínűségi mező 


A klasszikus valószínűség-számítás olyan eseményekkel foglalkozik, ame- 


lyeknél a véges sok a,a.,...,a, elemi esemény egyenlő valószínűségű, 


n 


azaz 


Ilyen esetekben a k-féleképpen bekövetkező A esemény valószínűsége 


A 
P( A) sz K E [ől 3 
n J2l 
ahol k a kedvező esetek és A az összes eset száma, ].] pedig a megfelelő 


eseményt alkotó elemi események száma. Ebben az esetben mondjuk azt, 
hogy az események és ezek valószínűségei klasszikus valószínűségi me- 
zőt alkotnak. 


2.6. A geometriai valószínűségi mező 


Ha egy kísétlettel kapcsolatos események egy véges geometriai alakzat 
részhalmazainak feleltethetők meg úgy, hogy az egyes események valószí- 
nűsége az eseményekhez rendelt részhalmaz geometriai mértékével (tetü- 
let, térfogat, stb.) atányos, akkor az események valószínűségei geometriai 
valószínűségi mezőt alkotnak. Legyen A egy ilyen kísérlettel kapcsolatos 
esemény. A kísérlettel kapcsolatban szóba jövő teljes alakzat mértéke le- 
gyen M, az A eseménynek megfelelő részalakzaté pedig m. Az A esemény 


A 
valószínűsége ekkor tehát P(A) - ESsE (4) 
M u) 





(ahol u jelöli a megfelelő 


alakzat geometriai mértékét). 
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2.7. A feltételes valószínűség 


Gyakran előfordul, hogy egy esemény valószínűségét olyan esetben kell 
megadni, amikor egy másik esemény is bekövetkezik. Ahogy a valószínű- 
ség axiómáinak megadása előtt is tettük, itt is visszatétünk a tapasztalati 
alapokhoz. 


k 
Legyen a B esemény telatív gyakorisága — , az A : B esemény telatív gya- 
n 
sat a BEA 
kotisága pedig — . Ekkor a 
n 
KE E LE 7 4] 
kp n/ n 


hányadost az A esemény B-re vonatkozó feltételes relatív gyakoriságá- 
nak nevezzük. 





A tapasztalat szetint ez is egy meghatározott számétték körül ingadozik, 
ez indokolja az alábbi definíciót: 


Definíció. Ha A és B egy kísétlettel kapcsolatos két tetszőleges esemény 
és P(B) 5 0, akkor az A esemény B-re vonatkozó feltételes valószínű- 
ségét a 


P(A[B) - TES] 


P(B) 
kifejezéssel definiáljuk. 


A feltételes valószínűség definícióját felhasználva P(A ű B) kifejezhető 
P(A. B) - P(A[B). P(B) 
alakban, amit a valószínűségek szorzási szabályának nevezünk. 


A szotzási szabály általánosítható több eseményre: könnyű látni, hogy 


pl. P(Ai : Az : Az )— P(Ap) : P(A; 1 41): P(Az I Ay : 42 ). 
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A P(Al B) feltételes valószínűséget úgy is szemléltethetjük, hogy az ese- 
ményteret leszűkítjük B-re. Figyeljük meg a következő példát: ha tudjuk, 
hogy egy 2-gyetmekes családban van fiú, akkor mi annak a valószínűsége, 
hogy a másik is fiú Az eseménytér: 


0-t((F,F3AF,L3ÁAL, Ps ÁLL; 


(ahol F értelemszerűen fiút, L lányt jelent), és A— (FF), 
B-F, FS AP L3AL,F 5; , így: 





1 
TALNNE EK ALS ÉLI RÉ la UT 
P(B) PB) 193 
3 


Ha az eseménytetet B-re szűkítjük le, akkor abban a keresett (feltételes) 
: 1 
valószínűség egyetlen elemi esemény valószínűsége, azaz Fi A kétféle 


gondolatmenettel tehát ugyanahhoz a feltételes valószínűséghez jutottunk. 


2.7.1. tétel. (A teljes valószínűség tétele) Ha a B, B, ,..., B, események 


teljes eseményrendszert alkotnak, és P(B, ) 50, (i szi 1.2,...,n) valamint 


, 


A egy tetszőleges esemény, akkor 
P(A) - XP(AIB,)-P(B,). 
i-I 
Bizonyítás. Mivel a B, , B, , ..., B,, teljes eseményrendszert alkotnak, ezért 


B,-B.-Ő és ZA Sü 
Ezt felhasználva: 


A-A-0-A-(Bp4B, 4...4B A-B 4FA:-B,4...4A:B, 


alakba ítható. 
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A kapott események páronként kizárják egymást, mivel 
(A-B) (A-B )- A:(B, B) - 2. 


A 3. axióma alapján ezétt 


P(a)- Pa) - Y P(A.B,). 


i-l 


A szorzási szabály miatt azonban P(A - B, )— P(A]B, )- P(B; ) , így 


P(4)- $ plal8.):P(s.), 
i-1I 
és ezzel igazoltuk a tételt. 


2.7.2. tétel. (Bayes): Ha a Bi, B, ..., Bun események teljes eseménytend- 
szert alkotnak és P(B;)- 0, (i —1,2,...,n), valamint A egy tetszőleges 


pozitív valószínűségű esemény, azaz P(A): 0 , akkor 





P(g, 14) - AAIBJ-PBJ 42122) 
2 P(AIB:)P(B;) 
Bizonyítás: 
P(B, 4 EG E - PAB ).PBn) 
2P(AlB:).P(B;) 


ahol a számlálóban a szotzási szabályt, a nevezőben pedig a teljes valószí- 
nűség tételét alkalmaztuk. 


2.8. Események függetlensége 


Definíció. Két eseményt függetlennek nevezünk, ha az együttes bekö- 
vetkezésük valószínűsége a két esemény bekövetkezésének szotzata, azaz 


P(A:-B)- P(A)-P(B). 
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Az Aj, 4A2,....An eseményeket páronként függetleneknek nevezzük, 


ha bárhogyan is választunk ki közülük két eseményt, ezek szorzatának 
valószínűsége egyenlő az egyes események valószínűségeinek szorzatával, 
azaz 


P(A; : Aj )- P(a;)-Plaj) 15icjsn. 


Az Aj, A2,...5 An eseményeket (teljesen) függetleneknek nevezzük, ha 
bárhogyan is választunk ki közülük k eseményt (k EV easog n) , ezek szot- 


zatának valószínűsége egyenlő az egyes események valószínűségeinek 
szorzatával. 


Az Aj, A2,.... An események teljes függetlensége esetén tehát a 


PIA; : Aj )— P(A,)- P(A; ), Isic ján, 
P(ap: A; . Ax) P(Ap): P(a, ). PA.) lsicjcksán, 


P(Aj : Az "..." An) P(Ar): P(A2 )- ...:P(An ) 


egyenlőségeknek mind teljesülniük kell. Az itt szereplő követelmények 


száma: 
n (n 
sál J-2-s-t 
kk 


2.8.1. tétel. Ha az A és a B független események, akkor 
P(AIB) - P(A) és P(B] A) - P(B). 
Bizonyítás: P(AI B) — P(A:B) P(A).P(B) P(A), és 


P(B) P(B) 








P(BI A) - 


2.8.2. tétel. Ha az A és a B független események, akkor az A és a B , az A 


és a B, valamint az A ésa B is független események. 
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Bizonyítás. A valószínűségek meghatározására vonatkozó tételeket fel- 
használva 


p(lA.B)- P(A- B) - P(a)— P(A- B) 
- P(A)- P(A): P(B) - P(A)-(1- P(B)) , 
- P(A). P(B), 
ami igazolja az A és a B események függetlenségét. Az A ésa B, valamint 


az A és B események függetlensége ezzel megegyező módon igazolható. 


Két pozitív valószínűségű esemény nem lehet egyszetre független és egy- 
mást kizáró — vajon miétt? 





Megoldás. 

a) A:B.C , 

b) A B-AC, 

J) A: B-C, 

d) A:-B:-C4A-B-C4A-B-C , 
e) B:.(A-C). 
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Megoldás. A bal oldali eseményből indulunk ki és azonos átalakításokat 
hajtunk végte: 


(ABJ-A:-B-(AB)-(A.B)-(aA-B)-(A B) 
- A (41 B)-B-(ABJ- A.A A-B B.A1B-B 
-d4rA-B4rB-A419-A-B4 A-B. 





: 3. példa. (Műveletek eseményekkel.) Igazoljuk, hogy tetszőleges A, B és C 
: eseményekte fennáll az alábbi azonosság: 


(A--B)-(4C)- A-C3 A-B 


Megoldás. A bal oldali eseményből indulunk ki és azonos átalakításokat 
hajtunk végte: 


(ar B)-(A3C)- A .(4 c) B-(A c) 
- A:A4A:CrB:AB-C-OÓ4A-C4B:-AB-C 
-A:C-B-A4B-C-O 
- A-C1B.-A1B.C:(A47 4) 
-A:C4B:-A4B-C:A4B-C:A 
- A:C- A-B. 

Az utolsó azonosságnál felhasználtuk, hogy 

B.C:AcA-C és B:C:Ac B. A. 
; 4. példa. (Műveletek eseményekkel.) Igazoljuk, hogy tetszőleges A, B, C 
: és D eseményekre fennáll az alábbi azonosság: 


(A—B):((C-D)- A-C-(B4D) 


Megoldás. A bal oldali eseményt átalakíthatjuk az alábbi módon: 





(A—B)-(c-D)-(4A.B).-(c.DJ-4A.B-c.D. 
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A jobb oldalt is átalakíthatjuk így: 





A.C-(B4D)-A-C-(B4D)-A-C-B-.D-A.B.C.D. 
Mindkét oldalt ugyanarra az eseményre vezettük vissza, így igazoltuk, hogy 
az azonosság. 

: 5. példa. (Valószínűségek meghatározása.) Igazoljuk, hogy tetszőleges A 
: és B eseményekre fennáll az alábbi azonosság: 


P(A-B)-1-P(a B) 


Megoldás. Az A: B szotzatot 
A.B-Aa-(A.B)j-a-TA.Bj-a-(A1 B) 

alakra hozhatjuk. Mivel (A -k ks O és P(O) - 1, ezért 
Plo-(a8B)- P(o)- P(A 5 B)J-1- P(A B). 

Így ENNNNOI 

NNNNTÉN 

amit igazolni akartunk. 

: 6. példa. (Klasszikus valószínűségi mező.) Tíz golyó van egy dobozban. 

: Közülük kettő fehér, a többi fekete. Kiveszünk találomta öt golyót, (egy- 


: szerre, visszatevés nélkül. Mekkota a valószínűsége annak, hogy éppen 
: egy fehér golyó lesz közöttük? 


Megoldás. A kiválasztás lehetőségeinek a számát megkapjuk, ha a 10 
elem ötödosztályú kombinációinak a számát vesszük: 


10 
n - C1g,5 - 5 . 


Ezután nézzük a kedvező eseteket! A két fehérből választunk egyet és a 
nyolc feketéből négyet: 
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2118 
k-Ca1:Cgy — 17 la 


Ha a vizsgált eseményt A-val jelöljük, akkor 


C21:C 
P(A) - k [zi t8a 5 
n C10,5 9 


5 
Tehát ú annak a valószínűsége, hogy pontosan egy fehér golyó lesz az öt 


között. 


147 példa. (Klasszikus valószínűségi mező.) Adjuk meg annak a valószínsé- 
: gét, hogy egy totószelvényt vaktában kitöltve, az első 13 mérkőzés ered- 
: ménye közül éppen 11-et találunk el! 


Megoldás. A szelvény kitöltésére az összes lehetőségek számát — mivel 13 
helyre választunk az 1, 2, x elemekből — 3 elem 13-ad osztályú ismétléses 
vatiációinak száma adja: 


cagjism 213 
n-V313—-3 ; 


Ezután a következő lehetőségekkel számolunk. A 13 mérkőzés etedmé- 
nyéből 11-et a szelvényen el kell találni, 2-t viszont nem. A 11 eltalált 
eredmény annyiféleképpen választható ki a 13-ból, mint amennyi 13 elem 
11-ed osztályú kombinációinak a száma. A matadék két mérkőzés mind- 
egyikére 2—2 hibás tippünk van, vagyis ezen tippek számát 2 elem 2- 
odosztályú ismétléses variációinak száma adja. Így a kedvező esetek száma: 


; 13) 2 
k-Ci311 Vg -(ú2 ő 


Ha a vizsgált eseményt A-val jelöljük, akkor 





I V8- hasz 
k Ciz2V22 UI 
FAJ me 7 7 0.000196. 
V313 3 
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Az MS Excel használata esetén a P(A) valószínűséget az 
- KOMBINÁCIÓK(13;11) " (272)/(35/13) 


kifejezés kiértékelésével határozhatjuk meg. 


: 8. példa. (Geometriai valószínűségi mező.) Egy mesterséges égitest kering 
, a Föld körül úgy, hogy a 609-os északi és a 609-os déli szelességi kör kö- 
: zött bárhol leszállhat. Mennyi a valószínűsége annak, hogy a 6097-os és a 
: 309-os északi szélességi kör között ér földet, ha a gömbfelület egy darabjá- 
: ra történő leszállás valószínűsége a felületdarab felszínével atányos? 


Megoldás. A leszállás az r sugarú gömbnek tekintett Föld egy gömbövére 
történik. Ennek magassága a tengelyen átmenő síkmetszeten látható: 


M - 2r -sin(60" ) — ök - J3r. 
Így a leszálláskor szóba jövő gömböv felszíne: 


F e2lnrM sz 23nr2. 





A - fA 609-os és 309-os északi szél. kör között száll le.) 


esemény szempontjából kedvező leszállási pontok ugyancsak egy gömb- 
övön vannak, melynek magassága: 


m — r:sin(60" J- r - sin(30" ) 5-3) zi ,. BI 
2 2 2 


Ennek a kisebb gömbövnek a felszíne: 


f :-2nrm — k8-1ar?. 
Az A esemény valószínűsége: 


fr 43-iar? (3-1) 


P(AJ-— - - zz 0.21. 


F  2l3nr? 243 
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: 9. példa. (Feltételes valószínűség.) A 32 lapos magyart kártyából 3 lapot 
i húzunk ki egymás után, visszatevés nélkül. Mennyi a valószínűsége annak, 
: hogy az első kihúzott lap hetes, a második kilences és a harmadik szintén 
, hetes? 


Megoldás. Legyen Aj az az esemény, hogy az első lap hetes. A; jelentse 
azt, hogy a második kihúzott lap kilences. Azt az eseményt, hogy a harma- 
dik választott lap hetes jelöljük A3-mal. Az Aj A; Az szotzat valószínűsé- 


gét a szotzási szabályt alkalmazva, a 
P(Aj Az Az) — P(Azl 44 42): P(Az 1 A )- P(A1) 


összefüggéssel számíthatjuk ki. 

Az Aj esemény szempontjából a kedvező esetek száma kj — 4, mert 
ennyi hetes van a csomagban. Az összes lehetőségek száma az első húzás- 
ra nn — 32. Az Aj esemény valószínűsége így 


k 4 1 
pa)-h 4-1 
nm 32 8 
Aj teljesülése esetén az Az esemény megvalósulására a kedvező esetek 
száma ka — 4, mert elsőre nem kilencest húztunk. Mivel az összes esetek 
száma ekkor na — 31, így azt kapjuk, hogy 
k2 
P(A2 14-66 -—. 
n2 31 
Az AjA; esemény bekövetkezését feltételezve, vizsgáljuk az Az ese- 
ményt. A kedvező esetek száma ekkor k3 — 3 , mert egy hetest már előző- 


leg kihúztunk. Az összes lehetőségek száma a harmadik húzásra n3z — 30. 


Így a feltételes valószínűség 


k 
MAZ YAS JA zs 
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A kapott értékeket behelyettesítve 


b. d. d 


P(A1Az Az) 10 31 8 620 





, 1 bei ő j sre sdt 4 d 
Tehát 620 a valószínűsége annak, hogy a három lap kihúzására az előítt 


feltételek teljesülnek. 





Megoldás. Jelöljük a vizsgált eseményt A-val. A B; (i—1,2,3,4) ese- 


mény jelentse azt, hogy az i-edik tetmelőtől való az alma. A B; események 


valószínűségei rendre a következők: 





Ezután az A esemény B; esemény melletti feltételes valószínűségét ítjuk 
fel. Ezek rendre a következők: 
10 


4 5 ú 
P(AIB)J- 0 P(AlB2)- 75. P(AlBg)-—m P(AlB)- 5 
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A teljes valószínűség tételét alkalmazzuk: 
4 1 5 1 22 101 
E—i . z . z . z 73 
10 10 104 10 5 10 4 
. 99 


- — -— 0495. 
200 





P(A)- X.P(AIB)-P(B) 


[A 


Tehát 49,590 a valószínűsége annak, hogy a szállítmányból az üzletben 
véletlenszerűen választva egy almát az első osztályú. 


: 11. példa. (A teljes valószínűség tétele.) Izzólámpákat 100 darabos csoma- 
: golásban szállítnak. Az előző megfigyelésekből ismett, hogy a tételek kö- 
, zött azonos arányban fotdul elő 0, 1, 2, 3, 4 hibás darabot tartalmazó. 
I Mekkota a valószínűsége annak, hogy a tételből véletlenszerűen 3 égőt 
: kiválasztva, mindhárom hibátlan lesz? 


Megoldás. Jelöljük a vizsgált eseményt A-val. A B; (i — 0,1, 2, 3, 4) je- 
lentse azt az eseményt, hogy a tétel i darab hibás égőt tattalmaz. Ezeknek 
az eseményeknek a valószínűségei azonosak, mégpedig 


P(B; ) - E. (i — 0,1,2,3, 4). 


Most állapítsuk meg az A esemény feltételes valószínűségét B; bekövetke- 


zése mellett. A 100 darabos tételből a 3 izzólámpa kiválasztásáta az összes 
lehetőségek száma: 
c 100 
n —— ezi 
100,3 3 
A kedvező lehetőségek száma 3 jó tétel kiválasztására, ha a tételben iz da- 


rab hibás van: 
100 -—i 
k —-C100-i3 3 
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Így a feltételes valószínűség: 


100—i 
P(AIB;) - 28 B alt (i — 0,1,2,3, 4). 
n 100 
3 
A teljes valószínűség tétele szerint: 


P(A)- X.P(AIB;)-P(B)- $ 


1-0 i—0 100 5 í 
3 


Tehát körülbelül 9490 annak a valószínűsége, hogy a tételből 3 hibátlan 
izzót választunk. 
Az MS Excel használata esetén a P(A) valószínűséget az 


— (1/5) " (7/OMBINÁCIÓK(100;3)) 
(KOMBINÁCIÓK(100;3) - KOMBINÁCIÓK(99;3) 
-H- KOMBINÁCIÓK(98;3) -- KOMBINÁCIÓK(97;3) 

- KOMBINÁCIÓK(96;3)) 


kifejezés kiértékelésével határozhatjuk meg. 

Pontosabb meggondolásokkal megmutatható, hogy az egyes tételekbe ke- 
rülő hibás darabok száma inkább Pozssow-eloszlást követ (ld. a következő 
szakaszokban, így az, hogy a B; események mind egyenlő valószínűségű- 


ek, csak durva első közelítésnek tekinthető. 


: 12. példa. (Bayes-tétel.) Egy gyárban három gép gyárt csavatokat. A tet- 
: mék 2590-a az első, 3590-a a második és 4090-a a hatmadik gépen készül. 
: Az első gép 590, a második gép 490, míg a harmadik gép 2909-ban termel 
: selejtet. Ha egy találomra kiválasztott csavat selejtes, akkor mennyi a való- 
, színűsége annak, hogy azt az első gépen gyártották? 
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Megoldás. Jelentse A azt az eseményt, hogy a kiválasztott csavar selejtes. 
Jelöljük B;-vel (i z 1,2,3) azt az eseményt, hogy a csavart az i-edik gépen 


gyártották. Ezeknek az eseményeknek a valószínűségei: 
P(Bp)—-0,25; — P(B2)-035; P(B3)- 040. 
Az A esemény B; eseményekre vonatkozó feltételes valószínűségei: 
P(AIBj)-0,05; P(AIB2)-0,04; P(A]B3z)-— 0,02. 


A keresett valószínűség a P(B1]A) feltételes valószínűség. A Bayes-tétel 





szerint 
P(AlI B1):-P(B 
XP(A I B; )- P(B;) 
iz 
0,05 : 0,25 0125 kő 





- z z 0,36. 
0,05 :- 0,25 -- 0,04-0,35--0,02-040 0345 


Tehát körülbelül 3690 annak a valószínűsége, hogy a kiválasztott selejtes 
csavatt az első gépen gyáttották. 


; 13. példa. (Független események.) Egy urnában négy egyforma papítlap 
: található. Mindegyikére három számjegy van ítva egymás mellé, mégpedig 
I az elsőre (0; 0; 0), a másodikra (0; I; 1), a harmadikra (; 0; 1), és a ne- 
: gyedikre (; í3 0). Húzzunk ki egy lapot. Feltételezzük, hogy mindegyik 
lap egyfotma valószínűséggel húzható. Jelentse A; azt az eseményt, hogy 
olyan lapot húztunk, amelyiknek az i-edik jegye 1-es ( z 1,2,3). Mutassuk 
: meg, hogy az A; események páronként függetlenek, együttesen azonban 


. nem! 


Megoldás. Nyilván 
P(Ar) - P(Az)— P(Az) - 


1 
2 2 
továbbá 
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P(Aj 42) — P(a1)P(ao), 
P(Ar: Az) P(a1): (as), 
P(Az : Az) — P(a2)-P(45), 


vagyis az Aj, A; és A; események páronként valóban függetlenek. 


OÖsszességükben azonban nem, mert 


P(Ar 42-43) 075 — P(A1)-P(42)-P(4), 


: 14. példa. (Független események.) Egy gyárban két gép működési idejére 
; végeztek megfigyeléseket és megállapították, hogy az [I-es gép átlagban 
I munkaidejének 6090-ában dolgozik, a II-es gép pedig a munkaidő 70/0- 
: ában. Határozzuk meg az alábbi események valószínűségeit! 

: a) Mindkét gép dolgozik. 

: b) Legalább az egyik dolgozik. 

. c) Csak az egyik dolgozik. 

: d) Mindkét gép áll. 


Megoldás. 

Legyen A — ( Az I.gép dolgozik ) és B — ( A II.gép dolgozik 18 
Az A és B események függetleneknek tekinthetők. 

Mivel most P(A) -0,6 és P(B) -0,7 ezért: 





a) P(A:-B)- P(A)- P(B)- 042. 

b) P(A-B)- P(A)- P(B)- P(A-B)—- 088. 
ve B:A.BJ- P(4 g. P(A. B) 

íj ). Pl): P(a2). P(B) - 0,46. 

d) vaj HeZATAA LAKI 012. 


: 15. példa. (Független események.) Valaki két lottószelvényt tölt ki egy- 
: mástól függetlenül. Mekkota annak a valószínűsége, hogy nyet? 
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Megoldás. Jelöljük A;-vel azt az eseményt, hogy az i-edik (i zi 1,2) lottó- 


szelvény nem nyer. Az A; esemény valószínűsége 
5) (85 5) (85 
o) (5) "ul a 
P(Ap)- ———— — ——  ,  —,. 
(4) z 
5 
Az A; (i -], 2) események függetleneknek tekinthetők. A keresett való- 


színűség így 


P(O - Aj : A )— P(O)- P(A; : 42 ) 


-1- P(Ay)- P(A2 )— 1 5) nUjl ti j z 0046. 
5) 
5 


Az MS Excel használata esetén a P(E — A : A ) valószínűséget az 





-— 1 - ((! KOMBINÁCIÓK(90;5)) 
: (KOMBINÁCIÓK(5;0) " KOMBINÁCIÓK(85;5) 
-H- KOMBINÁCIÓK(5;1) " KOMBINÁCIÓK(85:4)))"2 


kifejezés kiértékelésével határozhatjuk meg. 


2.9. A valószínűségi változó és jellemzői 


A gyakotlatban előfotduló kísérletek túlnyomó részében a kísétletek egyes 
kimeneteleivel, az elemi eseményekkel, egyúttal számértékek is adódnak. 
Például kockadobás esetén a pontok száma. Az említett kísérletnél minden 
elemi eseményhez egyetlen számétték tartozik, és e számérték megjelenése 
az elemi esemény bekövetkezésétől függ, vagyis függvénytől van szó. 


Definíció. Ha egy kísérlettel kapcsolatos elemi események mindegyikéhez 
egyértelműen hozzátrendelünk egy-egy valós számot, akkor az elemi ese- 
mények (2 halmazán egy €:(25o.IR függvényt értelmezünk. Ezt a függ- 
vényt valószínűségi változónak nevezzük. 
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Definíció. Ha egy kísérlet során az a; elemi esemény következik be és a 
valószínűségi változó megadásakor ehhez az x; értéket rendeltük, akkor 
azt mondjuk, hogy a € valószínűségi változó az x; értéket veszi fel, az 


x; -t pedig € egy lehetséges értékének nevezzük. 


A gyakotlatban az a fontos, hogy a P(É e I) valószínűségek meghatároz- 
hatók legyenek, azaz (€ e It esemény legyen, ahol I leggyakrabban valami- 


lyen intetvallum, vagy intervallumok egyesítése. A valószínűségi változók 
bevezetése lényegében kényelmi szempont: a hasonló jelenségek modelle- 
zésének egy eszköze. 





Definíció. Egy valószínűségi változót diszkrétnek nevezünk, ha az véges 
sok értéket vesz fel, vagy értékei sorozatba tendezhetők (a lehetséges érté- 
keinek halmaza megszámlálható). 


Definíció. Egy valószínűségi változót fo/jonosnak nevezünk, ha értékkész- 
lete nem megszámlálható (jellemzően: korlátos vagy nem kortlátos zzzerval- 
Mm, vagy ilyenek egyesítése), és minden egyes értéket 0 valószínűséggel 
vesz fel. 


Bevezethetők még ún. kevert eloszlású valószínűségi változók, melyek diszk- 
rét és folytonos részekből állnak. Ilyen lehet pl. egy sotompó nyitvatattási 


szöge: ez a 0 és a 7 értéket pozitív valószínűséggel, a köztes értékeket 0 
valószínűséggel veszi fel. Ebben a jegyzetben a későbbiekben csak diszkrét 


és folytonos valószínűségi változóktól lesz szó. 
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Definíció. Ha egy £2? eseménytéren értelmezett € diszkrét valószínűségi 
változó lehetséges értékei az X, , (k z 1258) valós számok, és egy ese- 
mény bekövetkezésekor € értéke x,, akkor azt mondjuk, hogy a fé — x;) 
esemény következik be és az esemény bekövetkezési valószínűségét 
Pi — P(E — x; )-vel jelöljük. 


Mivel a 1§ — x;) (i— 1,2,...) események teljes eseményrendszett alkotnak, 

azért a 2. p; —1 egyenlőség mindig teljesül: az összeg vagy egy véges ösz- 
i 

szeget jelent (ha € értékkészlete véges), vagy egy konvergens sor összegét 


(ha € értékkészlete megszámlálhatóan végtelen). 


Definíció. Egy € diszkrét valószínűségi változó lehetséges értékeihez tar- 
tozó bekövetkezési valószínűségek összességét € eloszlásának nevezzük: ha 
€ lehetséges értékei az x, számok (k sz 12os0)s akkor € eloszlása a 


DR- P(é - xx) (k — 12, .. .) bekövetkezési valószínűségek összessége. 


Definíció. Hgy € valószínűségi változó eloszlásfilggvényének nevezzük azt az 
F függvényt, amely minden valós x értékhez hozzárendeli annak valószí- 
nűségét, hogy a € valószínűségi változó x-nél kisebb értéket vesz fel: 


F(x)—- P(E cx) (xe IR) 
2.9.1. tétel. Tetszőleges € valószínűségi változó F eloszlásfüggvénye az 
alábbi tulajdonságokkal rendelkezik: 


1. R, — [01] (értékkészlete a [0.1] intervallum) 
2. F (a) s F (b), ha a £ b (monoton növekedő) 


3.  lim F(x)-0, 
—3—00 Xx 


x 


lim F(x)-1 
— HO 


4. P(E3a)-1-P(á ca)—1-F(a) 
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5. P(las€tcb)- F(p)-F(a) 
6. P(E—-—a)- lim ort- F(a). 


xÓdTr 


Definíció. Egy € valószínűségi változót folzonos eloszlásínak (pontosabban: 
abszolút folytonos elosztásának) mondunk, ha az eloszlásnak van sűrűségfüiggvé- 
nye, azaz van olyan f :IR OO IR, függvény, hogy minden IC IR intet- 
vallumra teljesül, hogy 


[f(Jdx-PéeD 


I 


2.9.2. tétel. Tetszőleges folytonos eloszlású € valószínűségi változó f sű- 
tűségfüggvénye az alábbi tulajdonságokkal rendelkezik: 


1. F"-f 
2. f(x) 0, xeDr 


3. T Ad -1 


-—00 


Folytonos eloszlású valószínűségi változók esetén minden valós c számra 
P(é-c)—-0, ezért pl. a PrlaS€§cb), Plac€ cb), P(rasé sb), 


P(a c € S b) valószínűségek mind megegyeznek. 
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Azt a számot, amely körül a € valószínűségi változó megfigyelt értékeinek 
átlaga ingadozik a valószínűségi változó várbató értékének nevezzük és ma- 
tematikailag a következő módon definiálhatjuk. 


Definíció. Egy diszkrét € valószínűségi változó várbató értékén a 


m-M(—- Xs; : p; (ahol p; EPE s) 


[/ 
összeget értjük, amennyiben 3.5; w : Pp; c 00. Egyébként azt mondjuk, hogy 
i 


a várható érték nem létezik. 


Definíció. Hgy folytonos eloszlású € valószínűségi változó várható értékén az 


00 
integrált értjük, amennyiben flad .f (x)dx 2 00. Egyébként azt mondjuk, 
—o0 


hogy a várbazó érték nem létezik. 


A vátható éttéket sokféleképp szemléltethetjük, egy lehetséges szemlélte- 
tés a következő. Képzeljünk el egy egyenesen az Xj, X2,... pontokba kon- 
centrált D1, D2.,... nagyságú tömegeket, melyek összege épp egységnyi. 
Akkor ezen (diszkrét tömegpontokból álló) rendszer s súlypontjáta nézve 
az előjeles fotgatónyomaték-összeg zérus: 2 p; "(s — x;) — 0, ahonnan a 
[/ 
súlypont-kootdináta épp azon valószínűségi változó vátható éttéke, mely 
az XI,X2.... éttékeket rendre Di, p2,... valószínűségekkel veszi fel: 
5- 2.Xx;:" p; . Hasonló szemléltetés érvényes folytonos valószínűségi vál- 
[/ 

tozókta is: itt a tömegeloszlás értelemszerűen folytonos lesz, a súlypont 
koordinátája pedig ismét a vátható értékkel egyezik. 
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2.9.3. tétel. Legyen € egy tetszőleges valószínűségi változó és jelölje 
n5a: e? 1b-€- c, ahol a, b és c tetszőleges valós számok. Ekkor az n 
valószínűségi változó vátható értéke 

M(n)- a: Me?) -M(8) ere, 
amennyiben € és e? vátható értéke létezik. 


Bizonyítás. Ha € diszkrét valószínűségi változó, akkor az összefüggést a 


00 


00 
M(n)- Fv; pi — Da. tb xi 4.5; 
i-1 1 


Fi 


-a: 2 X; OSD T seköééü 5 aszt J2-M(E) re 
1-1 :-1 1 


ré íz LE 


egyenlőségből kapjuk. Ha € folytonos eloszlású valószínűségi változó, 
akkor az összefüggés a 


M(n) - DI. f(x)dx - Je ő Eb ex goz f(o)dx 
- a: Tx2 . f(x)dx-b- Tséléjdsáe T Aláják 


- a.-Mt2 s p.-M(D-e 
azonosságból következik. 
Definíció. Egy € valószínűségi változó szórásnégyzetének vagy varianciájának 
a (£— M(E))? valószínűségi változó várható értékét értjük: 
2 2 2 
52 — D2(£).- mlm), 


feltéve, hogy € és (e -M (e) várható értéke létezik. Ennek négyzet- 
gyökét nevezzük a € valószínűségi változó szórásának (jele: D(E)). 
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2.9.4. tétel. Ha a € valószínűségi változó és annak négyzetének várható 
értéke is létezik, akkor a szórása is létezik éspedig 


D2(e)- ml? )-m? (e). 
Bizonyítás. A 2.9.3. tétel alapján 
D2(g)- m(z- mg)? )- ml? -2-m(e)- Em? (e) - 
- me?) 2- me). m(e)-- m 26) - mbk2)- m2 (e) 


ami igazolja az állításunkat. 


2.9.5. tétel. (A szótás meghatározása.) 


1. Legyen € egy, az Xj,X2 ,..., xn különböző értéket felvevő diszkrét való- 


színűségi változó. Ekkor 


illetve a 2.9.4. tétel alapján 


D2(8)- Xs? pi - MB). 


2. Legyen € egy olyan diszkrét valószínűségi változó, amelynek az értékei 
sorozatba rendezhetők. 


Ha $(x;—M(EJY - p; 200, akkor 
i-1 


illetve a 2.9.4. tétel alapján 


D2(8)- Xx?pi- (E), 


Egyébként a szótás nem létezik. 
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3. Legyen € egy folytonos eloszlású valószínűségi változó. 


Ha jzAZTÓY A jáe és ákkkót 


szk 


—o0 
illetve a 2.9.4. tétel alapján 
00 
D?(£)- [7 f69dx-m?(€) 
—o0 


Egyébként a szórás nem létezik. 


2.9.6. tétel. Legyen € egy tetszőleges valószínűségi változó és n—a:€£7- b. 


Ekkor n szórása 
D(n)- D(a-£--b)-la]:D(), 
amennyiben a É szórása létezik. 
Bizonyítás. A tétel állítása a 
D2(m)- D2(a-£b)- MŰa-2p)?J-m?(a-§- b) - 
- me? se 1.2ab:£4b2 J-(a .M(£)-r-p) - 
— a? mb?) 2ab -M(€) b? — a? .M?(£)- 2ab -M(€)- b? - 
- a? me? )- a? .m2(g) - a? . D2(E 
egyenlőségekből gyökvonással következik. 


Korábban már láttuk, hogy a várható étték szoros kapcsolatban áll tömeg- 
eloszlások súlypontjával. Ennek alapján nem meglepő, hogy a mechaniká- 
ban Szejner-tételként ismett összefüggés valószínűségi változókra is igaz: 


2.9.8. tétel (Steiner-egyenlőség ill. egyenlőtlenség): Legyen € egy tetszőle- 
ges valószínűségi változó, melynek szórása létezik. Akkor minden c valós 
számra: 


M((£g—0)?) —-M((é—M(G)) MG) 2 DE), 
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egyenlőség pedig pontosan akkor érvényes, ha c — M(É) . 


Bizonyítás: Jelölje m : M(É) . Nyilván 


(§— 0)? —(§—-m-am— c)? —(§—m)? 42(8—m(m- 0) (mo) . 
Vegyük mindkét oldal várható értékét: az M(€—m) - M(2)-m-0 
egyenlőséget felhasználva, kapjuk, hogy : 

2 2 2 
M((Z— c) )—M((£— mm) (m— c) 
A jobboldalról (m — c)? -t elhagyva, az csak csökkenhet: 


M((E—0)?) —M((E—m)?) s (m— o) 2 M((é—m?) - DYE), 


egyenlőség pedig pontosan akkot érvényes, ha c— m. 


2.10. Nevezetes valószínűség-eloszlások 


1. Karakterisztikus eloszlás (Bernoutli-elosztás) 

Legyen egy kísétlet valamely A eseményének valószínűsége P(A) -p és 
az A ellentett eseményé P(4)- 1— p —: g. Legyen a diszkrét € valószínű- 
ségi változó az A esemény indikátor változója. Ekkor € az x,—-k 


(k 10 1) értékeket a következő valószínűségekkel veszi fel: 
P(g-0)-ag, P(-D)-p. 


€ eloszlását karakterisztikus (vagy Bernoulli) eloszlásnak nevezzük. 


€ várható értéke és szórása: MC) - p, D(E) - pa . 


2. Binomátis eloszlás 

Legyen egy kísérlet valamely A eseményének valószínűsége P(A) -p és 
az A ellentett eseményé P(AJ-1- p-:g. A kísétletet n-szer egymástól 
függetlenül megismételjük. Legyen a diszkrét € valószínűségi változó értéke 
az A esemény bekövetkezéseinek száma a kísérletsorozatban. Ekkor € az 
x,-k (k 5-0,..., n) értékeket a következő valószínűségekkel veszi fel: 
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P(E-k)- pr [éra (k—O,...,n). 


€ eloszlását binozziális elosztásnak nevezzük. 
E várható értéke és szórása: M(£)-np, — D(£8)- Jnpa . 


3. Geometriai eloszlás (Pascal-eloszlás) 

Legyen egy kísérlet valamely A eseményének valószínűsége P(A) z Dp, és 
folytassunk addig független kísérleteket, míg az A esemény be nem követ- 
kezik. Jelölje € az ehhez szükséges kísérletek számát: akkor 


P(E-k)-1-p)""!p (k-12,...,). 


€ eloszlását geozzetriai eloszlásnak (vagy Pascal-eloszlásnak) nevezzük. 


E várható értéke és szótása: M (E) — 





2. 

D D 
4. Hipergeometriai eloszlás 

Legyen m elemünk, amelyből s databot megkülönböztetünk a többi m— s 
darabtól (például selejtesnek tekintjük). Ezután találomra kiválasztunk az 
m elemből n darabot visszatevés nélkül, ahol n £ s és n £ m-— s . Legyen a 
diszkrét € valószínűségi változó értéke az n kiválasztott darab között lévő 
megkülönböztetett elemek száma. Ekkor € az x, —k (k sz 0,1,...,n) ét- 


tékeket a következő valószínűségekkel veszi fel: 


6 (ECO n) 


P(G-k)- pr - ( j 


m 


n 


€ eloszlását bibergeoznetriai eloszlásnak nevezzük. 
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€ várható értéke és szórása a p — — jelöléssel: 
m 








M(é) - np, D(é) - 11 pl1- 1) 


m—1 


5. Poisson-eloszlás 
Egy diszkrét € valószínűségi változót 4 5 0 paraméterű Poisson-eloszlású- 
nak nevezünk, ha az x, —k (k S:01 26 .) értékeket 


k 


P(£-k)- p, - 57 (k — 0,1,2,...) 


valószínűségekkel veheti fel. 


A gyakotlatban, ha egy valószínűségi változó sok, kis valószínűségű ese- 
mény bekövetkezéseinek számát méri, akkor az közel Poisson-eloszlású- 
nak tekinthető (lásd a következő szakaszt is). Ilyen pl. egy forgalmas tele- 
fonközpontba 1 sec alatt beérkező hívások száma; ilyen pl. egy májusi 
erdei séta esetén a sétálóra hullott kullancsok száma stb. 


5. Folytonos egyenletes eloszlás 
Egy folytonos € valószínűségi változót az (a,b) intervallumon egyenletes 


eloszlásának nevezünk, ha a sűrűségfügovénye 
2) 


0, ha xSa 
f(x) - —— ha acxcb, 
0, ha x:b 


az eloszlásfüggvénye pedig 
0, ha xSa 
F(x)- P(E c x)— —, ha acxscb, 
], ha x: b. 
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E várható értéke és szórása: M(£) 8, pig 





Szokásos még diszkrét valószínűségi változók közt is bevezetni az egyen- 
letes eloszlást. A € diszkrét (éspedig véges sok értéket felvevő) valószínű- 


ségi változót egyenletes eloszlásúnak nevezzük, ha az X1,X2 ,...Xn értéke- 


ket egyaránt — valószínűséggel veszi fel. Tipikusan ilyen egy szabályos 
n 


dobókockával való dobás kimenetele. 


6. Exponenciális eloszlás 


Hgy folytonos € valószínűségi változót A - 0 paraméterű exponenciális elosz- 
lásúnak nevezünk, ha a sűtűségfüggvénye 


69-i 


0, ha x S 0, 
kez HJA ha x530 


Az eloszlásfüggvény: 


0, ha x S 0, 
TERE 1-e?9? ha x50. 


E várható értéke és szórása: M(£)-—,  D(E) - 


7. Normális eloszlás 
Egy folytonos € valószínűségi változót (m, 0)-baraméterű normális eloszlású- 
nak nevezünk (o : 0), ha a sűtűségfüggvénye 
bem 
2 
fb) as e 20 
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Az eloszlásfüggvény: 


.(-my 


XxX 
: Je 267 dr. 
00 








Fr) P(g c2)-—— : 


E várható értéke és szórása: M(£J- mm, D(£j- o. 
A (0,1)-pataméterű normális eloszlást szandard normális eloszlásnak ne- 
vezzük. 


Jelölés. Az (m, 6) patamétetű normális eloszlást általában N (m, c) -val, 
így a standard normális eloszlást N (0,1) -gyel jelöljük. 


2.11. A nevezetes valószínűség-eloszlások 
tulajdonságai 


2.11.1. tétel. Legyen €1,€2,..., §n,... binomiális eloszlású valószínűségi 


változók olyan sorozata, amelynél lim n:- pp —A 50. Ekkor tetszőleges 
no 


rögzített k esetén 


lim P(é,, — k)— lim Hi kj sz Alagi. ikes 


n 700 n 700 


2.11.2. következmény. Ha p vagy g elég kicsi és n nagy, akkor a binomiá- 
lis eloszlást Poisson-eloszlással közelíthetjük: 


k n-k 
HA ag A zást HA e IL HA je sz 9 e "1. 


k (n1—k)! 


Ha p, g egyike sem 0, és n nagy, akkor a binomiális eloszlás a normális 
eloszlással is közelíthető: 


NI k  n-k 1 k-—np 
P :g z "op b (k -0L,...,n) 
Hi Jnpg zi 
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ahol p a standard normális eloszlás sűrűségfüggvényét jelöli (Gawss-fiigg- 
vény): 





2.11.3. tétel. Legyen €1,§2,..., §m,... hipergeometriai eloszlású valószí- 
nűségi változók olyan sorozata, amelynél n az m-től független állandó és 
. S 
lim — 
mooc m 


-p50. 


Ekkor tetszőleges rögzített k (0 S£ks n) esetén 


KÜ) 
Tót PE szója SES e 


s a 
-(e" (1— pjt -( k nk 


2.11.4. következmény. Ha m és s nagy a minta n elemszámához képest, 





S 
akkor a hipetgeomettiai eloszlás helyett használhatjuk a D — — pataméte- 
m 


rű binomiális eloszlást. 

Következésképp, a fenti feltételek mellett lényegében mindegy, hogy visz- 
szatevéssel (binomiális eloszlás) vagy visszatevés nélkül (hipetgeometriai 
eloszlás) vesszük a mintát, ami szemléletesen is nyilvánvaló. 

2.11.5. tétel. Legyen A egy adott esemény és jelentse Ér az A eseménynek 
a [0,T] időintervallum alatti bekövetkezései számát. Jelöljük P,(At)-vel 
annak a valószínűségét, hogy az A esemény Az idő alatt i-szer következik 
be. Az A eseménytől feltesszük, hogy 
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1. Az egymást követő [0—tg.ti) [tr.t2),....[t4-2:tna[tnaetn —T) 
intetvallunokban az A esemény bekövetkezéseinek száma egymástól 
független. 

2. Egyenlő hosszúságú intetvallumokban az A esemény bekövetkezései- 
nek száma egyenlő valószínűségű. 

3. Annak valószínűsége, hogy egy At intervallumban az A esemény egy- 
szer bekövetkezik, az intervallum hosszával atányos, azaz 


P(Ar) 


lim —— - 


Ato0 At 


, 


ahol u 5 0 egy arányossági tényező. 

4. Annak valószínűsége, hogy egy Az intervallumban az A egynél több- 
ször következik be, az intervallum hosszához képest elhanyagolható, 
azaz 


00 
XP, (Ar) 
heat i-2 
AtOo0 At 


Ekkor a ér egy A —- u:T paraméterű Poisson-eloszlású valószínűségi 
változó, azaz 


k 
P(ér - ET) een, 


2.11.6. tétel. Ha egy nem negatív értékű folytonos eloszlású valószínűségi 
változóra vonatkozóan 


P(EZt-At[E21)- P(EZ Ar) 


tetszőleges At - 0 esetén, akkor € exponenciális eloszlású. 


A 2.11.6. tétel meg is fordítható: könnyen belátható, hogy tetszőleges ex- 
ponenciális eloszlású valószínűségi változóra igaz a tételbeli egyenlőtlenség 
(bizonyítsuk ezt be). Ami a tétel szemléletes tattalmát illeti, a tételben 
szereplő € valószínűségi változó jelentse egy berendezés élettartamát: ek- 
kor a tételben szereplő egyenlőség azt fejezi ki, hogy annak a valószínűsé- 
ge, hogy a betendezés ft idő eltelte után még legalább Az ideig működik, 
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nem függ attól, hogy a t mekkora. Ezt a tulajdonságot örökzfá tulajdonság- 
nak hívjuk. Ez jellemzi pl. a radioaktív izotópok élettartamát (bomlási 
idejét), az olyan berendezések élettattamát, ahol a tönkremenetel a folya- 
matos elhasználódás eredménye (pl. izzólámpák, képcsövek élettattamát) . 
2.12. Valószínűségi változók függvényeinek 
(transzformáltjainak) eloszlása 


Definíció. Legyenek a diszkrét € valószínűségi változó lehetséges értékei 
XI. X., ... és ezek bekövetkezési valószínűségei D) , D; , . . . . AZ 


n7 hít) 
transzformált valószínűségi változó lehetséges értékei ekkor az 
JAT E h(x1 ), Do) öz h(x2 ), 50 
számok (amelyek között megegyezők is lehetnek) és ezek bekövetkezési 
valószínűségei a 
4k-P(n-y)- EPG-x)- EP: (K-12...) 
ha JFYk h(x-yx 
értékek, ahol az összegzés mindazon i-kre vonatkozik, amelyre h(x;) — kr 
fennáll. 


Ha az n— n(é) valószínűségi változó a €-nek szigorúan monoton függvénye, 
akkor az n valószínűségi változó yrp — h(xx) (k sí 2 os) értékeihez 
tartozó valószínűségeloszlás megegyezik a € valószínűségi változó eloszlá- 
sával. 

2.12.1. tétel. (Valószínűségi változó transzformációja.) Legyen h egy szi- 
gorúan monoton, differenciálható függvény és a € egy folytonos eloszlású 
valószínűségi változó, amelynek a sűrűségfüggvénye f. Ekkor az n — n(E) 


transzformált valószínűségi változó sűrűségfüggvénye 


elv) - 11), 7 Jo) (yeD a), 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék ] Név- és tárgymutató Vissza d 50b 


Valószínűség-számítás és matematikai statisztika Valószínűség-számítás 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék I] Név- és tárgymutató Vissza 4 51b 


ahol h"! ah függvény inverz függvényét jelölt. 


Bizonyítás. 
a) Legyen először h szigorúan monoton növekedő. Ekkor az ím az yb, 


vagyis a (n(E) 2 y) esemény ekvivalens a té z nr) eseménnyel. Így n 
eloszlásfüggvénye: 


G(y)- Plin c y)- P(ntg) cv) - Pe er) Fly) 


ahol F a € eloszlásfüggvénye. Innen az összetett függvény detiváltjára vo- 
natkozó láncszabályt alkalmazva 


sgjsótzlese ge tegket6A 


ahol a monoton növekedés miatt 47) (y) 50. 


b) Ha h szigotúán monoton csökkenő, akkor az (mc yb, vagyis a 


(n(E) c y) esemény a lé 24? ()j eseménnyel ekvivalens. r eloszlás- 
függvénye így: 


G(v)- Pm c y)- P(n(g) c v)- Ples n1(y)-1- Fly) 


ahol F a € eloszlásfüggvénye. Innen szintén láncszabályt alkalmazva 


ázzátjedrai je rio 6 


ahol a monoton csökkenés miatt (7) (y) c 0, a tétel állításával össz- 
hangban. 
2.12.2. tétel. (Speciális változóttanszformációk.) 


Legyen € egy folytonos eloszlású f sűrűségfüggvényű valószínűségi válto- 
zó. Ekkot: 


1. Az n—afrb (a z 0) valószínűségi változó sűtűségfüggvénye 


209-t() pek 


ja 
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2 , FÖNN, ART átélr s CARNOT zötBE , 28. cei z 
2. Az H—-ő " valószínűségi változó sűrűségfüggvénye 


ret) 
8(y)- NN 
0, 


ha y530, 
ha yS$S0. 


3. Ha a € csak nem negatív értékeket vesz fel, akkor az 77 — Ba valószínű- 
ségi változó sűtűségfüggvénye 
lv2]-29, ha ys0 
alsz fv) 2y, y50, 
0, ha y$S0. 
4. Az 7 — él valószínűségi változó sűrűségfüggvénye 
JE fG)-ft-y) ha y:0, 
0, ha yS$S0. 
2.12.3. tétel. Az (m, 6) paraméterű € normális eloszlású valószínűségi 
változó n — isésmbl ő ttanszformáltja standard normális eloszlású valószínű- 
fej 
ségi változó. 


Bizonyítás. A € valószínűségi változó sűtűségfüggvénye 





(x—my? 
1 HEZTC 
f(x)-—— e 25 
oV/2T 
— 1 1 m 
ide ette satöézbéksááétse b éhez 
o o o o o 


választással alkalmazva, n sűrűségfüggvénye 


s)-g(AJ- eres 


d a 





. (6-y-m-my y? 
1 e 262  ! jú 


 o/2r Jan 


amit igazolni akartunk. 
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2.13. A Markov- és a Csebisev-egyenlőtlenség 


2.13.1. tétel. (Matkov-egyenőtlenség) Ha n olyan nem negatív éttékeket 
felvevő valószínűségi változó, amelynek van várható éttéke, és az a egy 
tetszőleges pozitív valós szám, akkor 





s MJ, 


Pina) 


Bizonyítás: 

a) Legyen n először diszkrét valószínűségi változó. Lehetséges értékei 
legyenek 91, y2,..., az ezekhez tattozó bekövetkezési valószínűségek 
pedig Di, D2.... . Ha felírjuk az n várható értékét, majd az ezt alkotó 
összeg néhány tagját elhagyjuk, azután a tagokat (legfeljebb egy kivételé- 
vel) alkalmasan kisebbítjük, az 


M(n)- Xyxk:PRZ Xyk:PRZ Da:pkza Xpr-a:Plnza) 
k-1 yp2a yp2a yp2a 
egyenlőtlenségsotozatot nyerjük, ahonnan 
M(n)3a:-Pln2 a). 
A tétel állítását innen mindkét oldalt a-val osztva kapjuk. 


b) Legyen most n f sűtűségfüggvényű folytonos eloszlású valószínűségi 
változó. A bizonyítandó egyenlőtlenség ekkor az 


00 


M(n- fv. figy [v-f(vdy2 
0 a 


síiejijásei jöjdzetasú 


egyenlőtlenségekből következik. 


2.13.2. tétel. (Csebisev-egyenlőtlenség) Ha a € valószínűségi változónak 
van várható értéke és szórása, és A tetszőleges pozitív valós szám, akkor 


P(R-M(Jz a DE) es 
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Bizonyítás. A Matkov-egyenlőtlenséget az n— (é -M (e) és az 
a—-M .D? (E) választással alkalmazva, a 


ple- mg? 222 .p2(g) e ehe E] 9. 


MDa ED NK 





egyenlőtlenséget kapjuk. A tétel állítása ebből a 


((6- mg)? 222. D2(e)) 


eseménynek a vele ekvivalens 


(18-m(é)I2a-D(E)) 


eseménnyel történő helyettesítésével következik. 


A Csebisev-egyenlőtlenséget a 


1 

P(lz- mea D(8)-1- P(E- Md z a DJ 1-5 
formában annak becslésére használjuk, hogy a € valószínűségi változó 
milyen valószínűséggel esik egy adott, a vátható érték körüli szimmetrikus 
intervallumba. 
: 1. példa. (Diszkrét valószínűségi változó.) Egy sorsjátékon 1 datab 50000 
: Ft-os, 10 datab 5000 Ft-os és 50 datab 1000 Ft-os nyeremény van. A já- 
: tékhoz 1000 darab sotsjegyet adnak ki. A € valószínűségi változó vegye fel 
: az egyes nyereményösszegek értékét. 
: a) Adjuk meg € eloszlását! 
: 0) Határozzuk meg € vátható éttékét! 
: 0), Határozzuk meg € szórását! 


Megoldás. 
a) A € valószínűségi változó értékei az 


xg -0, xy —1000, x2 — 5000, xz — 50000 
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számok lesznek. Ezek bekövetkezési valószínűségei: 


— 1000-61 50 (10 (1 
Po 1900 Ft 10007? 92 10007 P3 10007 
b) 
3 
M(E)— Y.x;: pi — 
i-0 
sza ET egg E Os ető 
1000 1000 1000 1000 
c) 
2 2 92 3 2 2 18 
D(e)-[mt2)-mgy) -(d?er mt?) z 
i-— 
8 1/2 
o2 , 1990—61  ggg2. 
1000 1000 
— 450002 . P , 500002.—i - 
1000 1000 
— (150) 





— (0 -- 50000 -- 250000 4 2500000 — 22500)? 5 1666,6. 


182 példa. (Folytonos valószínűségi változó.) Egy r— 18 cm sugarú céltáb- 
: láta véletlenszerűen lövéseket adunk le. Feltesszük, hogy minden lövés 
: eltalálja a céltáblát (csak ilyen lövéseket veszünk figyelembe). Tegyük fel, 
: hogy a céltáblára rajzolt bármely síkidom találati valószínűsége arányos a 
: síkidom területével. A € valószínűségi változó értéke legyen a találat he- 
: lyének a kör középpontjától mért távolsága. Számítsuk ki € várható értékét 
: és szórásnégyzetét! 


Megoldás. A folytonos eloszlású € valószínűségi változó eloszlásfüggvé- 
nyét, illetve sűtűségfüggvényét kell először meghatározni. Annak valószí- 
nűsége, hogy a € valószínűségi változó x-nél (0 £XxS r) kisebb értéket 
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vesz fel az x sugatú és az r sugatú kötlapok területeinek hányadosával ará- 
nyos: 





2 sgt x2 
P(E c x)- Ige 7 
Ennek alapján az eloszlásfüggvény: 
0, ha x S 0, 
F(x)- S. ha 0cx$£r, 
r 


; 
. Kr 2.x 3. la 
M(8)- f x:fix)dx— [x zavar] 
gú or r"0 r új 
zó es 18-12 
3 


szü 
A 2 8 2 
za Ex-[57) -[r7ax-[dr]) - 
or 3 r" o 
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: 3. példa. Határozzuk meg az n és p pataméterű binomiális eloszlású € 
, valószínűségi változó vátható értékét ! 


Megoldás. € várható értéke: 


M(é) - DX "DR pa e[p egye 
k—0 k-0 





Másik — és egyszerűbb — megoldáshoz jutunk, ha észrevesszük, hogy € 
előáll z db független, 9 paraméterű karakterisztikus eloszlású valószínűségi 
változó összegeként: € — 11 1 n2 t...4nn. Mindegyik n; várható értéke 
1-p-4-0-(1— p) — p , innen M(é) — M(m) 4 ...4M(mp) —np. 


:. 4. példa. Határozzuk meg a A paraméterű Poisson-eloszlású € valószínű- 
, ségi változó vátható értékét és szótásnégyzetét! 


Megoldás. € várható éttéke: 





t) He o ak o, a, 2 AKA 
M(G)—- XXxxp DRE ZDZ k — e —-—A- e pa 
k-0 k-0  Kk! ka (k—1) 
9 -N A 


E? várható értéke: 
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k 
2) S. 2 d A A 
ml B x XP" Dk- 2k ge rzi 
k-0 - ! 
00 k öö k 
MS EE ESNE EB EKE 
k-2 k! ket k! 
ca ak-2 gy. sik 
saj áá 
x-2 (k—2)! ka 
co Ai co Ai 
- ék szt - MM aA 
i-0 i-0 1! 


€ szórásnégyzete: 
D2(e- me? )-m? (e - h2 1-0)? - a 


: 5. példa. (Binomiális eloszlás.) Egy tétel áru hatmadtésze első osztályú. 
l Négy databot kiválasztunk a tételből találomra. A kiválasztás egyenként 
: megy végbe, és a kiválasztott árut tögtön - a következő kiválasztása előtt - 
: visszatesszük a többi közé. A € valószínűségi változó éttéke legyen a kivá- 
: lasztott első osztályú databok száma. Írjuk fel és ábrázoljuk a valószínűsé- 
i gi változó eloszlását! Számítsuk ki a várható értékét és a szórását! 


Megoldás. A € valószínűségi változó binomiális eloszlású. Jelöljük A-val 
azt az eseményt, hogy egy kiválasztott darab első osztályú. Az A és az A 
események valószínűséget: 


P(A)-p-z P(a]-a-1-p-1-5 5. 





Annak valószínűsége, hogy € az xp :- k értéket veszi fel: 


Dx-P(E-k)- (4) ; Bi 7 —m ASE d (k- 01234) 


krz] 43 4-k) 3 





Az eloszlás tagjait úgy kapjuk, hogy k lehetséges értékeit behelyettesítjük: 


. 16 32 24 8 1 


Po7gp PI" 81 P27 er P37 ey Pár 
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Ábrázoljuk az eloszlást: 





€ várható értéke 


1 





M(D-n-p-42 75 


3 


Diz g a e az 75l2. 


Az MS Excel használata esetén a pg, DP1,..., D4 valószínűségeket az 


szórása pedig 


- BINOM.ELOSZLÁS(0:4;1/3; HAMIS), 
- BINOM.ELOSZLÁSC(I1 ;:4;1/3; HAMIS), 


- BINOM.ELOSZLÁS(4;:4;1/3; HAMIS) 


kifejezések kiértékelésével határozhatjuk meg. 


: 6. példa. (Hipetgeomettriai eloszlás.) Ptóbagyártás során 20 gép készült el, 
: amely közül 5 javításra szorul. A teljes mennyiségből 4 találomra kiválasz- 
: tott gépet felülvizsgálatra küldenek. A gyártás akkor indulhat meg, ha a 
; felülvizsgált gépek közül legfeljebb 1 szotul javításta. Mekkora annak a 
: valószínűsége, hogy megindulhat a gyártás? 


Megoldás. Jelölje xx —k (k szi 0,1,2,3,4) a felülvizsgálatra küldött gépek 


között levő hibásak számát. A € hipergeomettriai eloszlású valószínűségi 
változó ezeket a k értékeket veheti fel. A teljes mennyiség m — 20 , a javí- 
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tásta szorulók száma ebből 5— 5. A felülvizsgálatra küldött gépek száma 
n — 4 . Így annak valószínűsége, hogy a € valószínűségi változó a k értéket 


veszi fel: 
kh4-k 
-————— k — 0,1,2,3,4 
97 (r-01234) 
4 
A gyártás akkor indulhat meg, ha legfeljebb egy hibás gép akad a felülvizs- 
gálatta küldött gépek között. Ez két módon állhat elő: ha mind a négy gép 


hibátlan, vagy pontosan egy hibás van közöttük. Ezek az esetek egymást 
kizárják, ennélfogva valószínűségeik összege adja a vizsgált esemény való- 


ppePiősi 





színűségét: 
5115 515 
0A 4 1M 3 15-14-13-1I2 15-14-13 
Pot Pi- tk 7 ji 
20 20 20-19-18-17 19-18-17 
4 4 
az TES gegen, 
969 


Tehát kb. 7590 annak a valószínűsége, hogy a felülvizsgálat etedménye 
alapján megindulhat a gyártás. 
Az MS Excel használata esetén a pg 3 py valószínűséget az 


- HIPERGEOM.ELOSZLÁS(0:4;5;20) 
- HIPERGEOM.ELOSZLÁS(I1;4;5;20) 


kifejezés kiértékelésével határozhatjuk meg. 


7 példa. (Poisson-eloszlás.) Egy otsózógépen 100 munkaóra alatt átlag- 
: ban 3 szakadás következik be. Mennyi annak a valószínűsége, hogy egy 
: ilyen időtartam alatt a szakadások száma nem lépi túl az átlagot? Az általá- 
i nos tapasztalat alapján feltehető, hogy a szakadások Poisson-eloszlás sze- 
: rint következnek be. 
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Megoldás. A € valószínűségi változó vegye fel a vizsgált időtartam alatt 
végbemenő szakadások számát: akkor € Poisson-eloszlású. A paramétere a 
vizsgált időtartam alatti szakadások száma, vagyis A — M (é) — 3. A € va- 


lószínűségi változó a k értékeket 
3. 8 


Fú (k —0,1,2,...) 


Pk - P(g-k)- 


valószínűségekkel veszi fel. Annak valószínűsége, hogy € értéke nem lépi 
túlaz M(£)— 3 várható értéket 


3 a 3" a 
Pffs3je Ps Kb e a gő 
k-0 k-0 — k-oKk! 
2 3 
HE e nseneő] ee [eg J-8 s Üss 


Tehát kb. 65970 valószínűsége annak, hogy a vizsgált 100 órás időtartam 
alatt nem következik be szakadás. 
Az MS Excel használata esetén a pg t pyj t pa t p3z valószínűséget az 


- POISSON(053; HAMIS) -- POISSON(1 53; HAMIS) 
4 POISSON(2;53; HAMIS) -- POISSON(3;53; HAMIS) 


vagy az 


- POISSON(3;3; IGAZ) 


kifejezés kiéttékelésével határozhatjuk meg. 


(a példa. Határozzuk meg az (a,b) intervallumon egyenletes eloszlású € 


: valószínűségi változó vátható értékét és szótásnégyzetét! 


Megoldás. € várható értéke: 
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E? várható értéke: 








beg 3 5 


€ szórásnégyzete: 





D2(e)- mt? )-m2(g- E m] - 
4b? 44a-b-44b" —3b" —6a.b-3a?  (p-ay 


3.4 (3.4 


a? $ra:b4b? -sey 





: 9. példa. Határozzuk meg a A paraméterű exponenciális eloszlású € való- 
; színűségi változó vátható értékét és szórásnégyzetét! 


Megoldás. € várható értéke (parciálisan integrálva): 





M(E) - Talk - Iehzöla 
—o0 0 
- dám fehér fm [Eetek- 1 gét Jas) 
— felén B X- e75 [da - tt li 








: a l 1 1 1 
z lim 10 : HF [—: 
ao eMa A eka A] A 


E2 várható értéke (parciálisan integrálva): 
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00 00 
me? JE f[x2 . f()dx— [27 : h sv Jax 
a a 
— lim [x7 . A sgt Jax — lim p x2 e7s [d- [2x- - e [8 
4700 4—0 0 
a 
- lim E x . 0775 [da 2-[x: eaz) 
4—00 0 
a" 2 a 2. 2 2 
lim[—— 40 [4 - lim 16lhse 7 Jdx-042.m(9)- 
aÖol ek 4500 A AZ 


E szórásnégyzete: 


2 1 1 


D2(eg)- mt? )-m2 (e) - TÁN ÉTÉ JÉ 
M OM A 
; 10. példa. (Egyenletes eloszlás.) Telefonhívás alkalmával a tárcsázás befe- 
: jezésétől a kapcsolásig eltelt időt tekintsük egy € valószínűségi változónak. 
, Tegyük fel, hogy ez egyenletes eloszlású, és a kapcsolás időtattama 5 mp- 
: től 105 mp-ig terjedhet. Adjuk meg € sűtrűség- és eloszlásfüggvényét! Ha- 
: tározzuk meg € várható értékét és szórását! Számítsuk ki annak valószínű- 
: ségét, hogy legalább egy percig kell várnunk a kapcsolásra! 


Megoldás. € egyenletes eloszlású az (5,105) intervallumban. Sűrűség- 





függvénye: 
0, ha x S 5, 
1 
xj—5— , ha 5cxc105, 
FEST 
0, ha  x53105. 
Eloszlásfüggvénye: 
0, ha x S 5, 
x—5 
F(x) - , ha 5cx$105, 
100 
], ha x 5105. 
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€ várható értéke és szórása: 


54105 ző. 5Ű sg 


023 3 
Annak valószínűsége, hogy legalább egy petcig kell várnunk a kapcsolásra: 


P(g2 60)-1- P(é c 60)-1- F(60)-1-2 - 045. 








M(é) - 55, D(€) 


: 11. példa. (Exponenciális eloszlás.) Bizonyos típusú izzólámpák tönkre- 
: meneteléig eltelt égési időtartam hosszát tekintsük egy € valószínűségi 
: változónak. Megállapították, hogy € exponenciális eloszlású és a szórása 
; 1000 óra. Határozzuk meg É vátható értékét! Írjuk fel É sűtűség- és elosz- 
, lásfüggvényét! Számítsuk ki annak valószínűségét, hogy egy kiszemelt iíz- 
: zólámpa 3000 órán belül nem megy tönkte! 


Megoldás. Mivel € szórása és várható értéke megegyezik: 


D(£)- M(E) - z - 1000. 


€ sűrűségfüggvénye: 
0, ha xS$S0, 
f()-1 1 k 


sz ág 1000 , ha x530. 
1000 





Eloszlásfüggvénye: 


F(x)- 


x 





0, ha x$S0, 
1—e 1000 ha x50. 


Annak valószínűsége, hogy egy kiszemelt izzólámpa 3000 órán belül nem 
megy tönkre: 
P(E 2 3000)—1— P(£ c 3000)—1— F(3000) 
. 3000 
-1-[1-e 1000 [- 7? 005. 
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Az MS Excel használata esetén az F (3000) értékét a 


- EXP.ELOSZLÁS(3000;1/1000; IGAZ) 
kifejezés kiértékelésével határozhatjuk meg. 
Az exponenciális eloszlás , örökifjú" tulajdonsága miatt (lásd a 2.11.6. té- 
telt és az utána tett megjegyzést), feltéve, hogy a lámpa számunkra isme- 
tetlen ideig már világított, annak valószínűsége, hogy további 3000 órán 
belül nem megy tönkre, ugyanez. 


: 12. példa. (Normális eloszlás.) Távolságmérést végeznek tetepen. A valódi 
: és a mért hosszúság különbségét, vagyis a mérési hibát valószínűségi vál- 
: tozónak tekintjük. Ez a € valószínűségi változó normális eloszlású, várha- 
: tó értéke (—20) m, szórása 40 m. Számítsuk ki annak valószínűségét, hogy 
: a hiba abszolút értéke 60 m-nél kevesebb! 


Megoldás. € ekkor m— —20 vátható értékű és c —40 szórású normális 
eloszlású valószínűségi változó, és annak valószínűsége, hogy a hiba ab- 
szolút értéke kisebb 60 m-nél: 





P((Elc60)- Pt-60 cg c60)- P-t a Bet... őz 
o 


(e o 








— P(-1 2) - 
TT; (-1cnc2) 


- (2) 0(-1) — $(2)—(1— 6(1)) — 0(2)-- P(1)— 1 z 
z 0,977 4 0,841—1 — 0818. 


Ér o] 
sző a cenc 


A fenti levezetésben a standard normális eloszlásra vezető 


€£—m 


o 





transzformációt alkalmaztuk. Felhasználtuk továbbá, hogy a standard nor- 
mális eloszlás sűrűségfüggvénye szimmetrikus, azaz p(- x) - o(x), és így 


az eloszlásfüggvényére fennáll a D(- x) -1- D(x) azonosság. 
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Az MS Excel használata esetén a D(1) és a o(2) értékeket az 
- STNORMELOSZL£(1) és — STNORMELOSZL(2) 


kifejezések kiéttékelésével határozhatjuk meg. 


: 13. példa. (Valószínűségi változó ttanszformációja.) Legyen € egy (m, 0) 
: araméterű normális eloszlású valószínűségi változó. Határozzuk meg az 


"Mm. et lognormális eloszlású valószínűségi változó sűrűségfügovényét! 
! 48 Z giuggveny 


Megoldás. € sűrűségfüggvénye 


. (x—-m)? 
f(x) - : e 267 (xelIR) 
2no 





Mivel a €-ről n-ra történő transzformáció alakja: 
h(x) — e", h71(y) - In(y) (ezért 71) (y) - 15 
y 


a transzformációs tételt alkalmazva, n sűrűségfüggvénye: 


j- rt) Jo) ha ys0/ 





eb 
0, ha yS0 
i . (In()-m)? i 
skeZeebi  dw .—, ha y50 
2no y 
0, ha ycS0 


: 14. példa. (Speciális változóttanszfotrmációk.) Legyen € egyenletes elosz- 
: lású a (-1,2) intervallumon. Írjuk fel az n— E valószínűségi változó 


; sűtűség- és eloszlásfüggvényét! 
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Megoldás. € sűrűségfüggvénye: 


0, ha x c —I, 
f(x) - . ha —1£xc2, 
0, ha 2 £ x. 


Vissza 


A második speciális esetet alkalmazva, n sűrűségfüggvénye: 


r)-rt-b) 





ha y50 
gy) 2.y 
0, ha yS0 
0, ha 4gcy, 
ILYENBE ER ha Ilcyc4 
. 52 
. )J2 1 
—:——, ha Ocysl, 
3 2./y 
0, ha y$0. 
Eloszlásfüggvénye pedig: 
l, ha 4Sy, 
1 1 
3 yi ha 1cyc4, 
G(y)- 


za ha 0cy£I, 
0, ha y$S0. 


ahol felhasználtuk, hogy G"— g és G(a) S G(b), ha a c b. 


4 67 b 


: 15. példa. (Csebisev-egyenlőtlenség) Egy fotgalmas útketeszteződésben 


: egy óra alatt áthaladó gépkocsik száma legyen egy € valószínűségi változó. 


; A felmérésekből ismert, hogy € vátható értéke 500, szórása 25. Legalább 
: mekkora valószínűséggel esik 400 és 600 közé az útkereszteződésben egy 


: óta alatt áthaladó gépkocsik száma? 
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Megoldás. Az, hogy az áthaladó járművek száma 400 és 600 közé esik, 
azt jelentii hogy a € valószínűségi változó a várható értékétől 
A .-D(£)—100-nál nagyobb értékkel nem tér el. Mivel D($)—- 25, így 
A7z4. Az ellentett események valószínűségei közötti összefüggés és 
Csebisev-egyenlőtlenség alapján ezétt a keresett valószínűség 


1 


2 
P(Jg- 500) c100)-1- P(jg- 5002 1002 1-7) si 


BT 


2.14. Több valószínűségi változó együttes 
eloszlása 


Definíció. A É1,€2,..., §n együtt megfigyelt valószínűségi változók ösz- 


szességét n-dimenziós valószínűségi  vektorváltozónak nevezzük, és a 
(Ér, 62,....6n ) szimbólummal jelöljük. 


Definíció. Egy (Ér E2,....Én) valószínűségi vektotváltozót diszkrétnek 


(folytonosnak) nevezünk, ha valamennyi komponense diszkrét (folytonos). 


Definíció. Egy (énőpsosssá ) valószínűségi vektotváltozó eloszlásfülggvé- 
nyének nevezzük azt a függvényt, amely minden (ges sessséta ) valós 


szám-n-eshez a 


ME Ea a estés 


események együttes bekövetkezésének valószínűségét rendeli, azaz 
F(x1.x25...5Xn)— P(É1 SX, €2 S ga sog 6 Ez xn) 
(emosssza ek") 


Definíció. Egy (£1,62,.... Én) valószínűségi vektotváltozó É; (i—1, 2, 
. .., 1) komponensének az eloszlását a €;-hez tartozó bereeloszlásnak ne- 


vezzük, és az eloszlásfüggvényét F;-vel jelöljük. 
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Definíció. Egy folytonos (É1,Éé2,....én) valószínűségi vektorváltozót 


folytonos eloszlásának mondunk, ha van olyan f:IR" OR függvény, 
amelyre 


XI X2 


Xn 
fi fi 146 fed eesta ) dtreetdta dt — Benz sxn 
—o0 —o0 


öáipnsszáta Je 8. 


Ezt az f függvényt a valószínűségi vektorváltozó sáráségfüggvényének nevez- 
zük. 


Definíció. Egy folytonos eloszlású (édoégasseat 141) valószínűségi vektor- 
változó €; komponensének sűrűségfüggvényét a €;-hez tartozó berezy- 


sárűségfüjggvénynek nevezzük, és f;-vel jelöljük (i — 2 n). 


Az eloszlás- és sűrűségfüggvény tulajdonságaira vonatkozó tételeket a 
kétdimenziós esetre fogalmazzuk meg, de azok tetmészetes módon általá- 
nosíthatók az n-dimenziós esetre. 


2.14.1. tétel. Tetszőleges kétdimenziós (E, n) valószínűségi vektorváltozó 
F eloszlásfüggvénye az alábbi tulajdonságokkal rendelkezik: 


1. Értékkészlete: Rp — [0, 1] 
2. F mindkét változójában monoton növő, azaz F (xb) s F (x2 ,b), 
valahányszor xy C x2, és F (a, y) F (a, y2 ) valahányszor yi C y2 


3.  lim F(x,b)- lim F(a,y)- lim lim F(x,y)-0 
X——o0 y7—0 X——00 y—0—o0 


4.  lim lim F(x,y)-1 
X—TtO00 yOTOO 
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5.  lim F(a,y)—-Fi(a) és lim F(x,b )— F,(p) 


yoo X—p-HOO 


6. P(aj S€sa),bi Sn$b2)- F(a2,b2 )4 F(ai,b1)— F(a1,b2 )— F(a2 b) 





Bizonyítás. Csak az utolsó két állítást igazoljuk. 


5. lim F(a,y)— lim P(écancy)-P(éca mcro)-P(éca)—Fi(a) 
yoo y-o0 


A lm F (x,b )- Fo (p) egyenlőség hasonlóan igazolható. 
Xx—2TOO 


6. Az A; - (E c aj), B; -í(ncb;) (—1,2) események bevezetésével 
az állítás az alábbi egyenlőségekből következik: 
- P(aj S£ £a2,bi Sn5b2)- 
- P(CA; — 4) :(B2 — By)) — P(A; :(B2 — B) — Aj : (B; — B) — 
-— P(A; : (B; — Bj)) — PC(Aj :((B2 — B )) - 
— P(A; : B2) — P(A; : Bp) (RA : B2)—PR(A : B)) — 
- P(EsS az nSb2)rP(E S aj, n Sb)- 
— P(E S aj, n£b2)—P(E S az nm S b)- 
- F(a2 ,b2 )- F(ay,b)— F(a,b2 )— F(a2 , b ). 


2.14.2. tétel. Tetszőleges folytonos eloszlású kétdimenziós (ém) valószí- 


nűségi vektotváltozó f sűrűségfüggvénye az alábbi tulajdonságokkal ren- 
delkezik: 


1. flny)20, (wyjelR? 

2. 02.0,F7-92)0.,F-f, ahol 0,0,F és 09,0,F az F eloszlásfügg- 
vény másodrendű vegyes patciális deriváltjait jelölik. 
-FOO -Ho0 


3. [ [fi y)dydx-1 


-—00 —00O 


4. TT F(adját — fj(a) illetve T7(s.6jás - f2(p). 


00 
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az b2 
5. P(az S€sS a,b Sn£bo2)- Í [f(s,P)dtds. 
aj bi 
Bizonyítás. Csak a 4) állítást igazoljuk. Az eloszlásfüggvényre vonatkozó 
tétel 5) állítása szerint Fj(x)— lim F(x,y) és így 
yt 


X TOO 


Fj(x)- lim F(x,y)- [ [(s.)dtds. 


y2t00 


00 
A 2(s) — J f(s,1)dt jelölést , bevezetve és felhasználva, hogy 


-—00 


o. [ela — g(x), innen azt kapjuk, hogy 


-—00 


szü üg aga 


AtLJ-o AL) o. ] Trbaddrás s o. [eloJas) li 


00 
- g(x)- [f(x.r)dt 
—o0 
ami igazolja az állításunkat. 


2.14.3. tétel. Tetszőleges diszkrét kétdimenziós (én) valószínűségi vek- 


totrváltozó valószínűségeloszlásából a peremeloszlásait a 
Dix 7 P(E-x)—- FX Pix 
k 
és a 
Deak 7 Pln- 9) XDik 
[/ 
formulákkal állíthatjuk elő, ahol 


pg SP sxz neg) 
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Haa Dik számokat (véges vagy végtelen) mátrixba tendezzük, a peremel- 
oszlásokat e máttix sor- és oszlopösszegei adják. 


2.15. Valószínűségi változók függetlensége 


Definíció. A €1,€2,...,§n valószínűségi változókat (teljesen) függetle- 
neknek nevezzük, ha tetszőleges XI,X2,...,Xxn valós számok esetén a 


(1 cxiht62 c xb... TÉn c xn) események (teljesen) függetlenek. 


A definícióból nyomban adódik, hogy ha €1,€2,..., €n (teljesen) függet- 
lenekgakkosmindente eze ee en üSZATMNESEtEN NANE Gt CTR Szt GO a 


Én t Cn valószínűségi változók is (teljesen) függetlenek. 


12. 


2.15.1. tétel. Ha a (Éj, 62,...,£n) valószínűségi vektorváltozó É; kom- 
ponensei (i e 1,2,...,n) függetlenek, akkor az eloszlásfüggvény az egyes 


komponensek eloszlásfüggvényeinek szorzata, azaz: 
F(x.x2...5Xn)— Filba):Fol(xo)-...-F(xn) (xan) eR". 


2.15.2. tétel. Ha a folytonos eloszlású (Er É2,... 6 n) valószínűségi vek- 
totváltozó €; komponensei (i z 1,2,...,n) függetlenek, akkor a sűrűség- 


függvény az egyes komponensek sűrűségfüggvényeinek szorzata, azaz 
, 


A fenti tételek megfordítása is igaz: a szóban fotgó valószínűségi változók 
bontosan akkor függetlenek, ha az együttes sűtűségfüggvény (eloszlásfügg- 
vény) a petem-sűtűségfüggvények (perem-eloszlásfüggvények) szotzata. 
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2.16. Több valószínűségi változó transzformáltjának 
várható értéke és szórása 


2.16.1. tétel. A (£1,€2 ,..., Én ) valószínűségi vektorváltozók h: IR" O IR 
függvényének vátható értéke a diszkrét esetben a 


M(R(E1.825-sÉn EE. EÁkg .xip sss X I. Dir.in,..si, ; 


ij iz In 
a folytonos esetben pedig a 


M(h(E1,€25...Én)7 


-FOO-FOO 00 
—- [ f... [hlx1,x2,...5xn)- f(x, x2, ...5 Xn )dXn . . .dx2 dxt 
nnál 


— —o0 


formulával határozható meg, amennyiben a vátható érték létezik. 


A h(és, eges Kö) valószínűségi változó szórásnégyzete definíció szerint: 


D2(h(E1,62,...én))— MŰr(Er, 2... En) Mm(rlér,t2,... En), 


feltéve, hogy ez létezik egyáltalán. Ekkor, az egydimenziós esethez hason- 
lóan, a szórásnégyzet kiszámítása a 


DE(ME Sza aún ]) MI (ÉL 62 én) - MVT Ezé) 


formulával is történhet. 


2.16.2. tétel. Ha a €1,€2,...,§n valószínűségi változók várható értéke 


létezik, akkor létezik az összegük vátható értéke is és 


M(E1 482 4...46n) M(E1)-M(é2) 4... M(én). 


Bizonyítás. Az állítást csak az n— 2 esetre igazoljuk. Ez teljes indukció- 
val általánosítható az n 5 2 esetre. 
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a) A diszktét esetben az állítás az 
MEGESETT dd B s 
[/ 
-22Xxj:Pik FEDIK Dik-DXIDPik FDIKZ PK 
ik ik i k k i 


-2Xxj Dix Hy : Dek -M(E)- Mn) 


[A 


egyenlőségekből következik. 
b) A folytonos esetben pedig az állítást az 


mert f [ag]. finoJdvdr- 
- [ lertnyávdes [ fyeflnydvá z 
- x [reád [ y [fhoyJardy - 
- [fides fv Joly - (e): mlm) 


egyenlőségekből kapjuk. 


2.16.3. tétel. Ha a €j,§2,....€n független valószínűségi változók várható 


értéke létezik, akkor létezik a szotzatuk vátható értéke is és 
M(E1 82. én) M(E1)-M(E2 )-...-M(E,) 


Bizonyítás. Az állítást csak az n—2 esetre igazoljuk. Ez teljes indukció- 
val általánosítható az n 5 2 esetre. 


a) A diszktét esetben az állítás az 


ME EZÉ e sik -EX(i yx): (Dix De) 


-(Es ie HEn 7a) - M(é)-M(m) 


egyenlőségekből következik. 
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b) A folytonos esetben pedig az állítást az 


M(gm- [T(x fr v)dvak 
- 1 [(x:9)-(16)- 2 0))avak 


[E rea falás J m-a) 


egyenlőségekből kapjuk. 


2.16.4. tétel. Ha a €1,€2,...,§n független valószínűségi változók szórása 
létezik, akkor létezik az összegük szórása is, éspedig: 


D?(£14824...46n)- D?(£1) D?(£2)-...5 D?(E,) 


Bizonyítás. Az állítást csak az n—2 esetre igazoljuk. Ez teljes indukció- 
val általánosítható az n 5 2 esetre. 


D?(£4n)-M((6n—-M(E 4 n))) -M((E£—M(8) 4 n-M(m))?) - 
— M((£— M(£))?) —2M((£—M(£)) -((n—- Mm) M((im—-M(m))?) - 
- D? (£)- D? (m) 


mivel £,n függetlensége miatt M((É —M(É)) :(m— M(m))) -0. 

A bizonyításban előforduló cov(£, nm) — M((£ — M(£)) :((nm—-M(m))) szá- 
mot a € és n valószínűségi változók kovarianciájának nevezzük. A 2.16.3. 
tétel szerint tehát főiggeílen valószínűségi változók kovarianciája mindig zérus. Ez 
megfordítva általában nincs így: ha a kovatriancia zérus, ebből a független- 
ség még nem következik. 


2.16.5. következmény. Ha a €1,§2,..., En független valószínűségi válto- 
zók szótása megegyezik, akkor 


D(E14t2 h...bEn)J- Vn-:o, 


ahol c a valószínűségi változók közös szórását jelöli. 
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2.17. A nagy számok törvényei 


2.17.1. tétel. (A nagy számok törvényének Csebisev-féle alakja.) Ha a 
É1.6§25....őn azonos várható értékű és szórású független valószínűségi 


változók  M(é;)—-m várható értékkel és  D(£;)—-c szórással 
(—1,2,...,n), akkor 


j 


tetszőleges e 50 szám esetén. 


Éj hé? F...HÉg 











Bizonyítás. A Csebisev-egyenlőtlenséget a €1,§2,..., §n független való- 


színűségi változók 





Üz É1tÉ2 F...FEx 


n 


számtani közepéte alkalmazzuk. € vátható értéke a 2.16.3. tétel szerint: 





m(g-m[5 ls sen] - ! -(m4mda...4m)—-m 


É szórása (a 2.16.6.Következményt felhasználva): 


p(g)- pé Bara] - hr.) 5. 


A Csebisev-egyenlőtlenség szerint így minden A 5 0 mellett: 


He adsx es 
E 5.) AZ 





e€e-rvn 8 4 
választással: 





Speciálisan, A 
o 


P(lg—m 2 e)s 





o 
, 
e2.n 


mint állítottuk. 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék I] Név- és tárgymutató Vissza d 76b 


Valószínűség-számítás és matematikai statisztika Valószínűség-számítás 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék I Név- és tárgymutató Vissza 4 7)b 


A nagy számok törvényének Csebisev-féle alakja független, azonos várha- 
tó értékű és szórású valószínűségi változók számtani közepének a közös 
várható éttéktől való eltérésére ad becslést. A tétel lényegében azon alapul, 
hogy ilyen valószínűségi változók átlagának várható értéke változatlan 
marad, míg szótása i növekedésével csökken. 

2.17.2. tétel. (A nagy számok Bernoulli-törvénye.) Ha n független kísérle- 
tet végzünk egy p — P(A) valószínűségű A esemény megfigyelésére és a 
kísérletek során az A esemény K, -szer következett be, akkor 

k "(1 — 


ssssz 
n ef -n 


b. 








tetszőleges £ 5 0 szám esetén. 


Bizonyítás. Legyen E; az A esemény i-edik kísérletében történő megfi- 


gyeléséhez rendelt karakterisztikus valószínűségi változó (i—1,2,...,n). 


Ekkor 
M(;) - p , és De) Jp:1-p) (—1,2...,n). 


Ezt felhasználva, az előző tételt a 


Brr fi ESR H...HÉx 


n n 





választással alkalmazva, az igazolni kívánt 


H- ze]-Plt- plz): sale 2 
új 27 -n 








egyenlőtlenséget kapjuk. 


A nagy számok Bernoulli-törvényét általában 


út ceJ-1-r( [E 20 ea 


€ :Nn 














formában annak becslésére használjuk, hogy a telatív gyakoriság milyen 
valószínűséggel közelíti meg az adott A esemény p valószínűségét. 
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hn 7300 e" -n 


esemény p valószínűségével egyezik meg. 


1 
2.17.3. következmény. Mivel p: (1 — p)s 8 a nagy számok Bernoulli- 


törvényéből a 








2e]J—— 
4-e7 -n 


egyenlőtlenség teljesülése is következik, ami ismeretlen p esetén is alkal- 
mazható becslést tesz lehetővé. 





Megoldás. 
a) (E, n) lehetséges értékei: 


b.) (0,0),(0,1, (1.0), (1, 1) 


Ezek bekövetkezési valószínséget: 


Poo -P(S-0m-0)- 
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b) € petemeloszlása: 
11 11 
Pox-P(t - JEGsi Pix- P(E-1)-— 
n peremeloszlása: 
15 7 
Po - Pln-0-5 baz Pgj- Jess 
Táblázatos alakban: 
8/m yo -0 y-1 
7 4 11 
E igeri z kaszát akar 
11 
xj —1 BIO sz (PS 5z ] DET 
15 7 
n DPxo — 22 Ps: — 22 1 

















A peremeloszlás tagjai egy-egy sor (oszlop) adatainak összege. 


28 példa. (Diszkrét valószínűségi változók együttes eloszlása.) Egy doboz- 
I ban 30 darab 40 wattos, 20 darab 60 wattos és 40 darab 100 wattos vil- 
: lanyégő van. Kiveszünk véletlenszetűen, visszatevés nélkül, 20 villanyégőt. 
: Jelentse a € valószínűségi változó a mintában szereplő 40 wattos, n pedig 
i a 60 wattos égők számát. (A 100 wattos égőkből a mintában ekkor nyil- 
: vánvalóan 20—€£—n darab van.) 


: a) Írjuk fel a kétdimenziós (é, n) valószínűségi vektotváltozó valószínű- 
ség-eloszlását! 
. 0) Számítsuk ki € peremeloszlását! 


Megoldás. 
a) A (E, n) valószínűség-eloszlását a klasszikus képlet alapján számítjuk ki. 


90 
Az összes lehetséges elemi esemény száma Cogg20 Lo) mivel 90 


darab villanyégő közül 20 darabot ennyiféleképpen választhatunk ki. Eny- 
nyi az összes esetek száma. 
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A 30 darab 40 wattos égő közül i számút, a 20 darab 60 wattos égő 
közül j számút, és végül a 40 darab 100 wattos égő közül 20—i— j szá- 


mút összesen 


C3o:i " C2o 1" C40.20—j—j 80 j zt . hi 0Si-r jS20 
? ü1 e (i])Wj])120-i-j] 


féleképpen húzhatunk ki. Ennyi a kedvező esetek száma. Ezért 


py ePlzeimejje 
b I 1 va ú 
20 


0, egyebként. 








ha0 Sir j£20, 


Ez (én) valószínűség-eloszlása. Az ilyen jellegű eloszlásokat bo/jbipergeo- 
metriai elosztásnak szokás nevezni. 
b) § petemeloszlását úgy kapjuk meg, hogy rögzített i érték mellett a D; ; 


valószínűségeket j szerint összegezzük. A 0OSi- j S 20 feltétel miatt az 
összegzés csak 0-tól (20 —i J-g futhat. A peremeloszlás tagjai így: 


Pix - P(E -i)- 6 ú) ; Ú) i b Hl. ; 
e 
ÚJ 








l 


164 SB [8 


(ij — 0,1, 2, ..., 20). 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék ] Név- és tárgymutató Vissza d 80b 


Valószínűség-számítás és matematikai statisztika Valószínűség-számítás 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék I] Név- és tárgymutató Vissza 4 81 b 
Az összegzésnél felhasználtuk, hogy a hipergeomettiai eloszlásból tudjuk, 
hogy 
n (jJ]Jtn-j n (ís) (m-s m 
ma Ela aa £ (7): JA ) 
j- Hi j- J n-—J n 


n 


Innen m — 60, s —20 és n— 20-i választással kapjuk a 


s 20NT 40 N) ( 60 
jol JJ) (20-i-j]) (20-i 


egyenlőséget. 





Megoldás. 
a) A sűtűségfüggvény: 


1 
fxy)-szap b eelt- nat bb), 
0, egyébként. 
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Az eloszlásfüggvény: 


F(x, y) ben Í TAlsődkás 


ezét mét 8) 


minfa, max (— a, x) min(p, max(-b, yb) 1 
- fi fi dtds 
—-g -b 2a ki 2b 


1 [00ias ") [DTiar / 
- fids : f1dt 
2a : 2b ig -b 











1 minta, maxt— a, x min1b, max1-b, 
gb lagaszlsászt: [fő tbomaxt-b, yj) 


- —T . (minfa, max [- a, xh -k a) : (minfb, max ([- b,y h TF b), 


vagy más alakban: 








0, ha xdS$£-a, vagy y S -b, 
era) bb) ha-acxS£aés-bcaysgcb, 
2a 2b 
F(x,y) e haacxés-bcacysb, 
úszó ha-acxsSaésbcy, 
2a 
I, ha a c x és b c y. 


b) A ketesett valószínűségek: 


2a-2b 4 





P(E c0nc0)— P(£ c0)-P(m c 0) — F(0,0) — ab se 
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ds 
mavakerfred]ertasokerfat] 


b 
gr pg gj 


safe sb sz ső 
2a la 2b 2 8 8 


58n]- P[- cog éc 0, 5 nro] - 


el 





a b 
POS€fc—,0£nc— ]- 
( há 5) 


- -r(5 2-0. 0)- Ff0. 2]-(59) z 


a b b a 
Fia —rb ús dr. et 217 b 





ja db o 2a 3b da 36 — 2a 2 
946 6 1. 


—16 16 16 26 167 
P(á20)—- P(OSE c 40,— con r0)— 
- F(r 00, 00) F(0,— 00)— F(0,--00)— F(-- 00,— 00) — 
1 


eliüső süss 
2a 2 


A b) eredményhez egyszetűbben is eljuthatunk, ha észtevesszük, hogy a 
komponensek /iggeflen valószínűségi változók. 
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: a) Írjuk fel € és n perem-sűtűségfüggvényét! 
; 3 2 
: b) Számítsuk kia P(£ c1,n c1) és a út 2ln: 5) valószínűségeket! 


Megoldás. Felhasználva, hogy 


(e el 00 00 
[f(x y)dy - [e "dy-e"- [e "dy - 


—o0 0 0 
a a 
—e " - lim fe !dy-e "7 - lim k sa li 
4—oog d co 0 


400 aJÓol el 


-x a: fi ESET 1 E 
—e "7. lim Eg § je 7. Tim ze -e 7, (xe(0,00) 
a kétdéses perem-sűtűségfüggvények 


f(x) - r 


-x  hax530, 
0, egyébként, 
és 
e" hay50, 
f2b)- Hi , 
0,  — egyébként. 
b) 


11 11 
P(écimc1)- [fe "9 dydx- [fe "e? dydx- 
00 00 


1 1 1 1 
- jee d Já: E [esár] (7 a) va 
0 0 0 0 


1 1 
— k És sg] z hag 4 1JPe 0,397. 
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3 1400 1400 
Pl etm2J-! le" "dydx-f[ [ e "-e "dydx- 
2) 03 0 3 
2 2 
1 hoo 1 14-00 
-[e "I ( e 7dy a [da ) I e" dy [- 
0 3 0 3 
2 ) 
1 a 3 
a hee] lim [e v] 3 cel sé 141) lim1—e "re 2 [/ 
0 45-00 KA 4— 00 


A b) etedményhez egyszerűbben is eljuthatunk, ha észrevesszük, hogy a 
komponensek ///gge//en valószínűségi változók. 
JEE g 


B példa. (Valószínűségi változók összegének vátható értéke.) Egy löveg 
: addig tüzel egy célpontra, amíg három találatot el nem ér. Az egyes talála- 
: tokat függetleneknek tekintjük. A célba találás valószínűsége minden egyes 
: lövésnél 0,05. Határozzuk meg a szükséges lövedékek számának várható 
: értékét! 


Megoldás. A €; valószínűségi változó jelölje az (i —1) -edik és az i-edik 
találat közötti lőszerszükségletet (i -], 2,3) . Ekkot az elhasznált lőszer 
n-8§1t682 183. 


A vátható lőszerszükséglet az 7 várható értéke, azaz 


M(n)- M(E1)M(é2) 4 M(É3). 


Feltehető, hogy az itt szeteplő valószínűségi változók egyenlő vátható 
értékűek. 
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A €; valószínűségi változó (i —1,2,3) lehetséges értékei 
xp-k, (k—1,2,...). 


Mivel minden egyes lövésnél 0,05 a találat valószínűsége, és feltehető, 
hogy a találatok egymástól függetlenek, €; eloszlása (i -], 2,3): 


Pk - P(E; -k)- 095"! .0,05 (k-1,2,...). 
É, várható értéke (i — 1,2,3) ezért 
M(E;)— X.k:0957! .0,05 — 005. X.k.0,95k71 


k-1l k-1l 
1 1 


- 005. - 
(1—0,95)2 0.05 





-20 (i-—1,2,3). 


Itt felhasználtuk, hogy 





00 1 90 1 
Sat - —  , ha ]c1 és így S xk -E) 3 
k-o — 1-Xx k-0 1—x 
azaz 
00 
Sk. x71 z : pé 
k-I (1— x) 
Így 


M(n)- M(81)--M(é2) M(£3)—3-20 — 60 , 


tehát a vátható lőszetszükséglet a 3 találat eléréséig 60 darab lőszer. 


:. 6. példa. (Független valószínűségi változók összegének vátható értéke.) 
: Mutassuk meg, hogyha a € és n valószínűségi változók függetlenek, akkor 


D?(§—-n)- D7(£)-- D?(n). 


Megoldás: Felhasználva, hogy független valószínűségi változók kovatian- 
ciája zérus: 
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D?(£—n)-M((é—n—M(£— ny) -M((é—M(£)-n 1 M(m))") - 
— M((£— M(£))?) —2M((£—M(É)) -(m—M (md) M((m-M(m))?") - 
- D?(£)- 2cov(é,n) — D?(n) - D? (8) D?(m) 


a példa. (Független valószínűségi változók függvényeinek vátható érté- 
: ke.) Legyen € és n együttes sűtűségfüggvénye 


xry, hh0cxciO0cycl, 
MESE Ze ÉE 
0, egyébként. 


: Számítsuk ki £— nm és a §-n várható értékét! 


Megoldás. 
00 00 11 
M(E-n)- [ [(x—-y)-fiwy)dydx— [[(x—y):(x- y)dydx — 
—00 —00 00 
11 1 317 
- I? -sőhoar [22.25 dx — 
00 0 3 ]h 





—00—00 00 
1 
11 1 2 3 
aj y4Xx jlgázsi 2.2 ax dx- 
0 0 2 
0 
1 
- ma dx -— 3 gát s - 
o 2 3 6 6 jj 6 6 3 
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: 8. példa. (A nagy számok Bernoulli törvénye.) Hányszor kell egy szabá- 
: lyos érmét feldobnunk ahhoz, hogy a fejek számának relatív gyakorisága 
: legalább 0,9 valószínűséggel 0,1-nél kevesebb hibával térjen el az esemény 
, valószínűségétől 

Megoldás. Az A esemény jelentse azt, hogy fejet dobtunk. Ennek való- 


1 
színűsége p — P(A) - 1 A hibakotlát £— 01. A nagy számok törvényét 


seJ-1-r[ 


alkalmazva 


HE br -p 
n 


n 
—— Pp 
n 2 


ne 














ses 2422. 


Ezt felhasználva a dobások n számát a 





egyenlőtlenség legkisebb megoldásának választhatjuk. Tehát legalább 250 
dobást kell végeznünk ahhoz, hogy a fejek számának telatív gyakorisága 
legalább 0,9 valószínűséggel 0,1-nél kevesebb hibával térjen el az esemény 
valószínűségétől. 


: 9. példa. (A nagy szárnok Bernoulli törvénye.) Egy csavatgyáttó autornata 
, esetében kívánjuk meghatározni a selejtgyártás valószínűségét. B célból 
: megvizsgálunk 5000 csavart. Összesen 80 selejtest találunk közöttük. Ha- 
; tározzuk meg, hogy az ebből számított relatív gyakoriság az ismetetlen p 
: valószínűséget 9090-os valószínűséggel mekkora hibával közelíti meg! 


Megoldás. 
33 3 dbető , kn 80 , 
A kísérletek száma itt n — 5000, k, — 80 é —-—— —0,016 a telatív 
n 5000 


gyakoriság. A feladat megoldásához a nagy számok törvényének 
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HÉ seJ-1-r[ 
n n 

















1 
zeJzt- 5; 
4ne 


alakját alkalmazzuk, mivel a p valószínűség nem ismert. A legkisebb e 
hibakotlátot így az 
1 
a —— ESR 09 S ez 
4.5000 . e 2000 





S ez 0022 


egyenlőtlenségek legkisebb megoldásának választva kapjuk. A nagy szá- 
mok törvényét alkalmazva tehát e —0,022 az a legkisebb hibakorlát, 


k 
Hz se]- et 

n 
teljesül. Ezért a 0,016 relatív gyakoriság az ismeretlen p valószínűséget 
9090-os valószínűséggel 0,022-nél kisebb hibával közelíti meg. 


amelyre 


0,016 — pl c 0,022)2 0,9 











2.18. Feltételes eloszlások 


Definíció. Legyen (én) egy diszkrét valószínűségi vektotváltozó és a 
lehetséges értékei az (x.y) (ik 12 os) számpárok összessége. A 
(té - x;) esemény ím — kr ) Jeltétel melletti valószínűségén a 

P(S- xi m—-yk) . Dik 


PS 9 P(m-y) Ha 





számot értjük, ha Dxp 5 0. 


2.18.1. tétel. A P(E -x;In- yk ) sz aSK. (i z], 2...) számok összessége 
Pak 
valószínűség-eloszlást határoz meg, amelyet a €£ valószínűségi változó 





ím - Yk h feltétel melletti eloszlásának nevezünk. 


Bizonyítás. 2. e 24. SEESZÉLEB 2 Dik — 
i-1 Psk — D:ki-l Deak 





- 1, ami igazolja az állítást. 
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Definíció. Legyen (E, n) egy tetszőleges valószínűségi vektotváltozó. A € 

valószínűségi változó ( y$Snc ya ) Jeltétel melletti eloszlásfijggvényén az 
F(xlyiSncy2)- PlScxlyu Sncy2) Ge) 

függvényt éttjük. 

2.18.2. tétel. Legyen a (E, n) valószínűségi vektotváltozó eloszlásfüggvé- 


nye F és n peremeloszlás-függvénye F? . Ekkor a € valószínűségi változó 


( ySncey h feltétel melletti eloszlásfüggvénye 


F(x,y2)— Ft yi) 
MENETET MESE 


alakba írható, ha F2(y2) A Foly1). 





F(xlyi Snc y2)- 


Bizonyítás. Az A - (E a x) és B; - ím £ ) (i zi 1,2) események 


bevezetésével az állítás az alábbi egyenlőségekből következik: 


F(xly Sncy2)-P(é cxlyi Sncy2)- P(AlB2 - B) - 
. P(A:(B2-B1)) P(A:B2-A: B) 








P(B2 - Bi) P( B; —B1) 
. P(A:BJ-R(A:B])  P(zcxmdya—Pltesüsn) . 
P(.B2)-P( B) P(m c y2)-Plmc s) 


. FG FÜR 
F2(y2)- Fr 





Definíció. Legyen (E, n) egy tetszőleges valószínűségi vektorváltozó. A € 
valószínűségi változó ím -y ) Jeltétel melletti eloszlásfiiggvényét az 


F(xly)- lim F(xlysncyrh) (xelIR), 


határértékkel értelmezzük, amennyiben ez a határérték létezik. 
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2.18.3. tétel. Legyen (E, n) egy tetszőleges folytonos eloszlású valószínű- 


ségi  vektotváltozó, melynek  eloszlásfüggvénye FF, és 1 perem- 


sűrűségfüggvénye fo. Ekkor a € valószínűségi változó ím - y) feltétel 
melletti eloszlásfüggvénye létezik és az 


öF(x, y) 


EXE foly) 


(xelIR) 


alakba írható, ha f2 (y) 7 0. 
Bizonyítás. A 2.18.2. tétel etedményeit felhasználva 
F(xly)- lim F(xlyénc y-rh)- 
hoo 


F(x,y-h)—F(x,y) 





j; F(x,y4h)-F x,y) ; 
hoo Folyrn-rly no Plyrh-rl) 











F(lx,yrh)J- Fly) 











li s 

(hoo h . OyFly) 
lim Fo(y-h)- Fol) f2b) i 
ho0 h 


mint állítottuk. 


Definíció. Legyen (E, n) egy folytonos eloszlású valószínűségi vektorvál- 
tozó. A € valószínűségi változó ím -y ) jJeltétel melletti súrűségfüggvényét az 
18 (x y) feltétel melletti eloszlásfüggvényének x változó szerinti parciális 
detiváltjaként értelmezzük: 


f(xly)- 9. F(xly) (xe IR). 


2.18.4. tétel. Legyen (E, n) egy tetszőleges folytonos eloszlású valószínű- 
ségi vektorváltozó, amelynek a sűrűségfüggvénye f és nm perem- 
sűrűségfüggvénye fo. Ekkor a € valószínűségi változó ím - y) feltétel 


melletti sűrűségfüggvénye létezik és 
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f(s1-£ Gen) 


alakba írható, ha f? (y) 7 0. 


Bizonyítás. A 2.18.3. tétel etedményeit felhasználva 


os Hi 
foly) 


1 
Gyors gy ft) 


ral) öselato) ől 








mint állítottuk. 


2.19. A feltételes várható érték 


Definíció. Legyen (én) egy diszkrét valószínűségi vektotváltozó és a 
lehetséges értékei az (x.y) (i,k —1,2,...) számpárok összessége. Ha 
00 
2 : P(E —- xi] n—- yk ) a 00, akkor a € valószínűségi változó ím z yx) 
7-1 


14 — 
jJeltétel melletti várható értékén az 


M(8m-y)— Xs P(8—xlm- xx) - 








Ü7 1. 
ks 9 e De 
El. P(n-yx) ES 


összeget értjük. Egyébként azt mondjuk, hogy ez a vátható érték nem 
létezik. 


Megjegyezzük, hogy M( éln— yx) nem függ yr konkrét értékétől. 
Definíció. Legyen (E, n) egy folytonos eloszlású valószínűségi vektorvál- 


tozó és legyen €-nek az ím - y) feltétel melletti sűrűségfüggvénye 
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OO 
f(xly). Ha fh]: f(xly)dx coco, akkor a € valószínűségi változó 
—c0 


ím - y) jJeltétel melletti várható értékén az 


méne fef(alár- [5 áj 
1 
"pb ) de Tag 


határozott integrált értjük. Egyébként azt mondjuk, hogy ez a várható 
érték nem létezik. 


Amennyiben az M(éln— yx) ill az M(Éln— y) feltételes várható érté- 
ket n-nak a véletlentől függő yk ill. y értékeivel képezzük, valószínűségi 
változót kapunk (melyet röviden M(É ln) -val jelölünk). A fenti kifejezé- 
sekből könnyen látható, hogy az M(Éln) feltételes várható érték valójá- 
ban az n valószínűségi változó függvénye. 

2.19.1. tétel. Egy € valószínűségi változó n-ta vonatkoztatott feltételes 
várható értéke, mint az n függvényének várható értéke, megegyezik a € 
feltétel nélküli várható értékével, azaz 


M(M(éln) - MŰ). 


Bizonyítás. 
a) A diszkrét esetben az állítást az 


M(m(é lm) - XM - yp)-P(n- xx) 


ex[5 Pl] pa - pora 1 J- 





k-IWGi-1l 


k-i 


- En Ér]- 5 : Dix M(E) 


egyenlőség bizonyítja. 
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b) A folytonos esetben pedig az állítást az 





mm (elm)- fm(élm- )- fal) gy - 
(je) ee Tsa o- 
z JT jé ú f(x, a Jár - 1 . firJdr - ME) 


egyenlőségekből kapjuk. 


2.19.2. tétel. Ha € és n független valószínűségi változók, akkor a feltételes 
vátható értékük megegyezik a feltétel nélküli várható értékükkel, vagyis 


M(éln-y)-M(É) és M(nlé-x)-M(n). 
(Szemléletesen: Ha n változása nincs hatással € eloszlására, akkor a várha- 
tó értékét sem befolyásolja.) 

Bizonyítás. Csak az M(éln—- y)—-M(É ) esetet igazoljuk. 
a) A diszktét esetben az állítást az 


egyenlőség bizonyítja, ahol felhasználtuk, hogy független valószínűségi vál- 
tozók esetén 
Pik — Pix" Pak: 


b) A folytonos esetben az állítást az 
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(ima) egg fee rtro]a- 


60 


Hl ) Te fil) TM TA közl 


egyenlőségekből kapjuk, ahol felhasználtuk, hogy független valószínűségi 


változók esetén 
f(xy)— f1()- fly). 


2.20. A korrelációs együttható 


Az alábbiakban olyan mérőszámot vezetünk be, amely alkalmas lesz arra, 
hogy valószínűségi változók közötti esetleges lineáris jellegű kapcsolat 
erősségét Jól jellemezze. 

Mindenekelőtt idézzük fel két valószínűségi változó kovatianciájá- 
nak fogalmát (2.17. szakasz): 


Definíció. A € és n valószínűségi változókból képzett §— M(£) és 
n-M(n) valószínűségi változók szorzatának várható értékét a € és n 


valószínűségi változók kovarianciájának nevezzük és 


cov( £,n)—- M((é— M(E))-(n- M(n))) 


módon jelöljük, ha az itt szereplő várható éttékek léteznek. 


2.20.1. tétel. Ha a € és n valószínűségi változók kovarianciája létezik, ak- 
kor az a 


cov( Én) M(E -n)— M(é)-M(m) 


alakba is ítható. 


Bizonyítás. A vátható értékte vonatkozó tételek felhasználásával 


cov(é,n)—- M((é— m(é))-(n-M(n)) - 
- M(£-n-M(n)-§—M(E)-n-r M(E)-M(n)) - 
M(E-n)-M(n)-M(é)- M(n) -M (6) M(n)-M(é) - 
- M(£-n)-M(n)-MÉ), 


amit igazolni akartunk. 
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E tétel segítségével különösen egyszetűen igazolható a kotábban már 
szerepelt megállapítás: 


2.20.2. tétel. Ha a független € és n valószínűségi változók kovatianciája 
létezik, akkor szükségképp zérus: cov(É,n)— 0 
Bizonyítás. Az előző tétel szerint 
cov(é,n)- M(é -n)—M(n)-M(é), 
Ha a € és n függetlenek, akkor viszont 


M(é-n)-M(n)-MÉ), 
cov(é,n)— M(n)- M(é)- M(n)-M(6) -0, 


amit igazolni akartunk. 


és így 


2.20.3. tétel. Ha a € és n valószínűségi változók kovarianciája létezik és 
közöttük lineáris kapcsolat áll fenn, azaz n—a:€£71b, ahol a 7 0 , akkor 


Icov(é, n)]— D(€)-D(n), 
Bizonyítás. 

kov(én)—- Im (e -n)— M(é)-M(m) - 
- [M(£:(a:§--b)—M()-M(a:§--b) 
aSK M(a:£4) 

-a-mle2)--o-m(8)- a me) mg) - b 

- [a e ? a.m? (g] - la: D2(E 

(8)-ll:D(E JAG RABÁNI 


ahol felhasználtuk azt, hogy D(m) z [a] : D(E). 


vb 


A tétel meg is fordítható, sőt a kovariancia abszolút értékére éles becslés is 
adható: 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék ] Név- és tárgymutató Vissza 4 96)b 


Valószínűség-számítás és matematikai statisztika Valószínűség-számítás 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék I] Név- és tárgymutató Vissza 49b 


2.20.4. tétel. Ha a € és n valószínűségi változók kovatianciája létezik, 
akkor mindig érvényes az alábbi becslés: 


kov(ó, 7) S D(É)- D(m), 


A becslésben az egyenlőség pontosan akkor teljesül, ha € és n között line- 
áris kapcsolat áll fenn, azaz n—a:€£1b vagy €—- a:nib alakú. 


Definíció. A € és 7 valószínűségi változók korrelációs együttbatóján az 


. covl(én) . M(é-n)—M(é)-M(a) 
Ez jEg)  TOSDETDNYTT 


hányadost értjük, ha az itt szereplő várható értékek és szótások léteznek, 
és a szótások egyike sem 0. 


D(É) (1. D(m)) csak úgy lehet 0, hogy € (ill. n) 1 valószínűséggel kons- 
tans. Ekkor pedig cov( tm) — 0 , ezért ekkor a korrelációs együtthatót 0- 


Két valószínűségi változó kovatianciájának tulajdonságai alapján a kortrelá- 
ciós együtthatóról a következőket mondhatjuk: 


2.20.5. tétel. Ha a € és n valószínűségi változók korrelációs együtthatója 
létezik, akkor 


1. A kortelációs együttható értéke mindig —1 és 1 közé esik, azaz 
-1£ R(é nm) SI. 
2. Hat€ és n függetlenek, akkor a korrelációs együttható értéke 0, azaz 
R(ém)-0. 


3. A korrelációs együttható abszolút értéke akkor és csak akkor 1, ha a 
két valószínűségi változó között lineáris kapcsolat áll fenn, azaz 


n7-a:€§14b vagy §—-—a-:nib (ahol a 70). 
Ez esetben R(ém)-1, ha a 5 0 , és R(én)—-1, ha a c0. 
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Ela R( ém) 7 0 , akkor azt mondjuk, hogy a € és n valószínűségi változók 
korrelálatlanok. Mint a fenti tétel mutatja, a kottelálatlanság valamivel gyen- 
gébb a függetlenségnél: megmutatható azonban, hogy bizonyos esetekben, 
így pl. ha (E, n) kétdimenziós normális eloszlású, akkor a kortelálatlanság- 
ból már következik a függetlenség is. 

A kottelációs együttható négyzetét szeghatározottsági együtthatónak is Szo- 
kás nevezni. 


2.21. A regresszió 


Definíció. Az r(y) s M(élm zi y) függvényt a € valószínűségi változó n- 
ta vonatkozó regressztós fijggvényének nevezzük (ha az ím - y) feltétel mel- 
letti várható értékékek léteznek). 


2.21.1. tétel. Legyen (én ) tetszőleges valószínűségi vektorváltozó és 
tegyük fel, hogy az ehhez tattozó r(y) tegressziós függvény létezik. Ekkor 
bármilyen u( y) egyváltozós függvény esetében 


m(e-un)z ml-rín), 
feltéve, hogy az itt szereplő vátható értékek léteznek. 


Bizonyítás. A tételt csak a folytonos esetben igazoljuk. Induljunk ki a bal 
oldal várható értékéből és alakítsuk át az alábbiak szerint: 


m((s— un)? )- m((t— r(n)-rln) un)? )- 
- m[e— rín? )-2- mg — r(n))-(rln)— un) - 
 M(rn- un?) 
A jobb oldal második tagját az 
fly) fiely): 26) 


azonosság alkalmazásával és az integrálás sorrendjének felcsetrélésével 
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m((é - rln))- (rln)—uln))) - 


- T Tr-m(élm- 9)M(ém- 9 uly) fla vjayar- 
- felen 99-alo) 26) [mén - 9. 7trly]ar Jár 
alakba írhatjuk. A belső integrál és így a második tag 0, ugyanis 
fx- mél — y)): f(xlyjdx 
- [e felyar-M(ém- 9) [r(elyJár - 
-M(élm- y)-M(élm- Tarr 
1 





- M(£lIm- y)-M(élm- szg 20) 
-M(éln-y)-M(éln- y)-0. 


Mivel (r(n)— ulm)? 20 ezért a várható értéke biztosan nem negatív, 


azaz M (rm- un)? )z 0, és így a jobb oldal harmadik tagja sem az. A 
második és a harmadik tag elhagyásával tehát nem negatív értékeket ha- 
gyunk el, és ez igazolja a tételben szereplő egyenlőtlenséget. 


Az imént bizonyított tétel szerint nem független € és n valószínűségi válto- 
zók esetén, ha az egyikre vonatkozó kísérleti eredményekből a másikra aka- 
tunk következtetni, a legjobb közelítést — a tételben szereplő legkisebb négy- 
zetek elve alapján — a tegtessziós függvény segítségével nyerhetjük. Független 
valószínűségi változók esetén a bizonyított M ( éln — y) -M ( t) azonosság 
miatt a tegtessziós függvény konstans, és ez azt mutatja, hogy ez esetben az 
egyik változóra kapott adatokból a másikra következtetni nem lehet. 
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A tétel a Szeiner-egyenlőtlenség (lásd 2.9.8. tétel) segítségével egyszerűbben 
is bizonyítható: 


2 00 FO0O 2 
M((é—utm))— [ [ (4— ul)" f(x, y) dxdy — 


ETT CSAT EN Ge 


too too 2 
íj no f (x—u(y)) relyarjá 


és a belső integrál a Steiner-tétel értelmében akkor minimális, ha 


u(yy—M(éln- y). 


2.22. A másodfajú regresszió 


Az előző szakaszban láttuk, hogy a € és az n valószínűségi változók reg- 
tessziós függvénye egy minimumfeladat megoldása, aminek meghatározása 
általában nem könnyű. Ezért tetmészetes az a törekvés, hogy egyszerűbb 
függvénytípust keressünk, és azon belül azt a függvényt, amelynek hasonló 
minimum tulajdonsága van, mint a regressziós függvénynek. Így jutunk el a 
tegressziós egyenes, regressziós parabola, stb. fogalmához. Az ilyen módon 
készített függvényeket zzásodfajú regressziós függvényeknek nevezzük. 

Itt részletesebben csak a regtessziós egyenessel foglalkozunk. Az is- 
mettetett eljárás tetmészetesen másfajta függvények meghatározására is 
alkalmazható. 

Feladatunk a következő: Keressük azt az 


x-a:yib 
egyenest, amelyre az 
S(a.b)- m(g- (an?) 


függvény minimális lesz. 
A feladatot a kétdimenziós függvényekte vonatkozó szélsőérték számí- 
tási módszetekkel oldjuk meg. Ehhez végezzük el az 
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S(a,p)- m(t—a:n-0)?) 
- ml 2 d En dbéda ag 12ab.n-b2) 


4 101 b 


- Me J-2a-M(E-n)— 25. M(E)- a? mh?) 2ab -M(n) 4 b? 


átalakítást. 


Írjuk fel S(a,b)-nek az a és a b szerinti patciális deriváltjait, és állapít- 


suk meg, hogy mely éttékekre lesznek ezek zérusok: 


045(a,b)-—2M(£-n) 4 2a mh?) 2b-M(nm)-0, 
04pS(a,b)——2-M(E) 4 2a-M(n)--2b — 0. 


Ebből áttendezéssel adódnak az úgynevezett zorzálegyenletek: 


a-Mln2)--b-M(n)- m(é-n), a-M(n):b - ME) 


Ezek minden nehézség nélkül megoldhatók és a megoldás 


a ye jéé ale a DLA 


Díny D(n) 
alakba írható. Így a keresett egyenes egyenlete 
x-a:yib 
DG) ! D6) ) 
- R( En) —. M(E8)J- R(é nm) M(m) ], 
(ém) Díj" (6J- R(E.n) Dín) (n) 


amit €-nek az n-ra vonatkoztatott vegressziós egyenesének nevezünk. 


Hogy ez 


a függvény valóban a kívánt minimum tulajdonsággal rendelkezik, az a 


- 025(a,p) 450 


opöaS(a,b) — O£S(a,b) 
Hesse-máttrix pozitív definitségéből következik, amit a 


095(a,b)-250 
és a 


095(a,b):09S(a,b)—(opogsS(a,p))? — 4-D?(n)5 0 


egyenlőtlenségek igazolnak. 
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Az n-nak a €-re vonatkoztatott regressziós egyenese ezzel analóg mó- 
don hatátozható meg és alakja a következő: 


y—-a:xirb 


- R(é nm) lej er [660- kém) ej m9)) 


ssel 





D(e) E) 





Megoldás. Jelentse n a megjelent látogatók számát, € pedig az előadáson 
megjelent nők számát. Az M (£ ) -t kell meghatároznunk. Ezt most az 


M(£)- M(M(élm)) 


képlet felhasználásával fogjuk elvégezni. 
Az (m-n)b feltétel mellett € binomiális eloszlású, így 


M(élm-n)-n-p-n:08. 


Ezt felhasználva a keresett várható étték 


m(£)- mm (ém) - EM(ém-m)- Pn) 


n-0 


ro) 1 J- 08 W11D)-(WNr2) 94.42) 








N-1 N-1 2 
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Megoldás. n perem-sűtűségfüggvénye: 


00 


00 4 22 
E 3y]. y dx, h 0, 
foly) [ f(x, y)dx — 156 y)-e a y5 
j 0, egyébként. 
z (139), ha y50, 
0, egyébként. 


€-nek az ím - y) feltételre vonatkozó feltételes sűrűségfüggvénye: 








xi3y , 
: h 0 0 
fiat) - 5520 - TES e", ha x50, y50, 
Ta 0, egyébként. 


Így a keresett vátható érték: 


M(én-- [rerrar- Ír [EE Jan 
0 0 43y 


. 243y 





, hay: 0. 


143y 
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Megoldás. 


Vissza 


4 104 b 


a) Az eloszlás táblázatát egyszerű számolással kapjuk, és a petemeloszláso- 


kat is felíttuk: 



































y1-1 y2-2 y3— 3 
BELE ONNEL ENNEK] 
Pu ago 12 ago 1 FB 180 LP 180 
FEET GAEL Új RYYYSCIR] OGRE ÚÚ11 
Pn leggel RO Lt 1RÓ 
TEN NEL S ENNE 
Pa ago IP 2 18018 180 








2. 3 7 
M(E-m)— X Ila" yrk): ik —— 
i—1k-1 9 
2 
M(£)- DX" Dix , 
i-1 
3 
M(n)— Hyk Deke 
7-1 
9) 25 
2 2 
D(6) - ja "Dix MM 60 -—, 
i—1 9 
3 l ]67 
D-T. 94 Dek-M9(m - e 
k-I 9 V2 
A kottelációs együttható ezek után: 
R(én)- M(6-n)—M(é)-Mím) , [2 
,n ju li 
DE): D(m) 335 
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Megoldás. 
€ és n nem függetlenek, ugyanis például 


P(E-0m-—1)—-pn-0 7 


— Pix" D:1 - P(£ -0)- Pl - -1) 


me 
3 


4] 


A korrelációs együttható kiszámításához szükséges adatok: 


3... 2 1 
M(é-g)— .A y, ) Pa 7Tg 


id ked 
1 
sége " D; EJ EVA "ak sm 
i7-1 k7l 


A kovatiancia ezek után: 
cov(£,n)- M(é:n)— M(E)-M(m) - 5-5) ső; 


tehát € és n valóban kottelálatlanok. 
Megmutatható azonban, hogy 1—£7 —2-é . 
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: 5. példa. (Regressziós függvény és egyenes.) Az alábbi táblázat a € és n 
, valószínűségi változók együttes valószínűség-eloszlását és petemeloszlását 
: tartalmazza. 

















sm ] y-0 y2-1 E 
ESETT e e ABS 
1 P11 12 P12 12 Pls 12 
SEAN SZÉN ETET 
psz PRI 12 BI. 12 Ia 12 
Xa 2 25 7 — sz Bi 
3 P31 12 DP32 12 DP3x 12 
ETT ZKT 
n P:1 12 DPx2 12 




















: a) Határozzuk meg €-nek az n-ra, illetve n-nak a É-re vonatkozó regresz- 
i sziós függvényét! 

: b) Számítsuk ki €-nek az n-ra, illetve n-nak a €-te vonatkoztatott tegtesz- 
sziós egyenesét! 

















Megoldás. 
a) A táblázatból € feltételes eloszlásaita a következő értékeket kapjuk: 
1 1 
P(g-0m-0)-AL-—, P(g-0m-1)-2 --, 
Pa 4 Dxe2 8 
P(t-1m-0)-22L-2, P(g-1m-1)-22-5, 
Da 4 D.2 8 
P(g-2m-0)- 231 -L, P(g-2m-)- 221. 
Pa 2 D.2 2 
A feltételes várható értékek: 
3 ; 3 ű 
Pp 0) p 11 
M(éln-0)- xx M(élm-D- 355. 
i-L Pe 4 i-l — Ps2 8 


€£-nek az n-ta vonatkozó regressziós függvénye így az alábbi táblázat alak- 
ban adott függvény: 





Yk 0] 1 
5 111 
r(yr)- M(élm- yx) FIÁT; 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék ] Név- és tárgymutató Vissza 4 106)b 


Valószínűség-számítás és matematikai statisztika 


Valószínűség-számítás 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék I] Név- és tárgymutató 


Vissza 


4 107 b 


A táblázatból n feltételes eloszlásaira a következő értékeket kapjuk: 











Pn-0l8-0)- 2 - 
Dix 

Pín-0l8-1)- 22 - 
P2: 

Pn -0lg-2)- 281 - 
D3x 





0) 











1 p 
— Pln-1l6-0)- 
2 Dix 
1 p 
4 DP2x 
1 p 
—, Pín-118-2)- S - 
3 D32 
2 
Pp 1 
k-I Pix 2 
2 
Pp 3 
k-I P2x 4 
2 
Pp 2 
- Y yp ek S. 
k-I D3zx 3 


a 


a 


UV] RI]6 6] 


n-nak a €-re vonatkozó regressziós függvénye így az alábbi táblázat alak- 











ban adott függvény: 
011]2 
113]2 
r(x;)— M(nIE — x; ) a Iza 
b) A táblázat alapján: 
1 4 ( 2) 14 J5 
Ms AT MET Jee DE 
52 2) 2 42 
M —-,M -—-, Dimj— —. 
ze kal 1) ae 
€ és n kottelációs együtthatója ezért 
M(£-n) MO Mmm) 1 
R(E, k j 
KENE GENE 
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€-nek n-ra vonatkoztatott regressziós egyenese Így 








x-a:yib 
D() Mm ezét éj DD 4 J-; 15 
Rap TR AK [E 
n-nak €-re vonatkoztatott regressziós egyenese pedig 
y-c:xid 
a fee) 201 te AV ehez 
- Ren) jee ten mt get ő 


2.23. Folytonos valószínűségi változók egyszerűbb 
függvényeinek eloszlása 


2.23.1. tétel. (Folytonos valószínűségi változók egyszerűbb függvényeinek 
eloszlása.) €1 és a €2 legyenek független folytonos eloszlású valószínűségi 


változók. A sűrűségfüggvényeiket jelöljük f;-vel (i — 1, 2). Ekkor 


1. az n—€14€2 valószínűségi változó sűrűségfüggvénye 


e(9- [rat 


2. az n—€j—€£2 valószínűségi változó sűrűségfüggvénye 


e(9- [lat 


3. az n—€1:§2 valószínűségi változó sűrűségfüggvénye 


a ) fo (r)dt 


sei 


—o It] 


4. az n— SB valószínűségi változó sűtűségfüggvénye pedig 
2 


9— [lel-1(x-)-2(dar 
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A következő szakaszban ismettetésre kerülő eloszlások sűtűségfüggvényei 
ennek a tételnek a valószínűségi változó transzformáltjára vonatkozó ko- 
rábbi tétellel való együttes alkalmazásával vezethetők le. 


2.24. Nevezetes többváltozós eloszlások 


Ebben a fejezetben a matematikai statisztikában leggyakrabban használt 
többváltozós eloszlásokat ismertetjük. Az eloszlások sűtűségfüggvényei- 
nek ismettetésénél szükségünk van az Euler-féle gamma függvényre, 
amelynek definíciója és fontosabb tulajdonságai a következők: 


Definíció. Az Ewler-féle gamma-figgvényt a 


MJ je GEN) 
0 


képlettel definiáljuk. 


A gamma-függvény főbb tulajdonságai: 


a)T(x-1)—- x-T(x) (xe(0,00)) 
b)T(n-1)-n!(neN) 


c) (5) - /n 


Definíció. Ha É1, €2,..., Én független N(0,1) standatd normális eloszlá- 


sú valószínűségi változók, akkor a 
2 a a 2 2 
2 SG) PG áras 
valószínűségi változó eloszlását n-szabadságfokú x -eloszlásúnak (olv.: khi- 


négyzet eloszlásúnak) nevezzük. 


2.24.1. tétel. Az n-szabadságfokú xv -eloszlás sűrűségfüggvénye, várható 
értéke és a szórása: 
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Med 38 
2 a 2 

a) ne 7 ső , ha x50 

f. 2(x]— veni , 
ok 
2 2 

0, ha xcS0 


Definíció. Ha €1, É2,....Én és n független N(0,1) standard normális 


eloszlású valószínűségi változók, akkor a 


n 


ET FE TE 
n 


valószínűségi változó eloszlását n-szabadságfokú t-eloszlásúnak (Student-eloszlá- 
súnak) nevezzük. 


t 





Másképp megfogalmazva, ha € w-szabadságfokú xv -eloszlású, r pedig 
N (0,1) standard normális eloszlású független valószínűségi változók, akkor 


s A 


1 Jn n-szabadságfokú Student-eloszlású valószínűségi változó. 


8 


2.24.2. tétel. Az n-szabadságfokú t-eloszlás sűrűségfüggvénye, a várható 


éttéke és a szórása: 
Tr n-61 
1 A l 
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nem létezik, han-l, 
M()- 
0, ha n2 2, 
nem létezik, han -l, 2, 
pl) 7 sie han2 3 
n—-2" Ni 


Definíció. Ha €1,€2,....§m és NI; N2.....Nn független, N(041) stan- 


datd normális eloszlású valószínűségi változók, akkor az 


2 a. 22 DEE JE net 2 
F 781 tá SZEREL VÁ tn2 t...FNn 
m n 





valószínűségi változó eloszlását (m,n) -szabadságfokú F-eloszlásúnak nevez- 
zük. 


Másképp megfogalmazva, ha € és n független, z- ill. ,-szabadságfokú xv - 
eloszlású valószínűségi változók, akkor F :— 5 mal (7,n)-szabadságfokú 
m 


F-eloszlású valószínűségi változó. 


2.24.3. tétel. Az (m,n)-szabadságfokú F-eloszlás sűtrűségfüggvénye, a 
vátható éttéke és a szórása: 














mo jmtn m 
m)2 2 x2 
(2) " e" F : sű ha x20, 
Írt) Tt 
2 2 1) ú 
n 
0, ha xc0, 
nem létezik, ha n-l,2, 
M(FJ-Á nm ; han23, 
n-2 
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nem létezik, ha n-1,2,34 
DÍF ) - 2.-n" .(n4n-2) 
m-(n-2) :(n— 4) 





, han25. 


A vátható értékek különbségére vonatkozó statisztikai próbáknál alapvető 
fontosságú a normális eloszlású valószínűségi változókta vonatkozó alábbi 
tétel. 


2.24.4. tétel. Ha CI: Sass Ci N(m 61), N1.N25..- Nan pedig 


N (ma Be) 2 ) normális eloszlású független valószínűségi változók, akkor 


61 t 62 FG 
m 





o B FNENE; 
N ím a) normális eloszlású, 


Jn 


814182 t...-tőm NM FN2 FF Nn 
m n 


2 2 

é o o 
pedig N my — ma, l - 2 
m n 





normális eloszlású valószínűségi változó. 


2.25. A centrális (központi) határeloszlás tétel 

A normális eloszlás a gyakorlat egyik legfontosabb eloszlása. Ezt az állítást 
támasztja alá a következő, ún. centrális batáreloszlás tétel. 

2.25.1. tétel. (Centrális határeloszlás tétel.) Ha €j €2,..., 5... Azonos 


eloszlású és véges szórású független valószínűségi változók egy sotozata, 
M(E;)— m, D(E;)— o (i—1,2,...), akkor a 0 várható értékű és 1 szórású 





. 51482 t...tőn— nm (n-1,2,...) 


Nn HENYE 


valószínűségi változók sotozata aszizptotikusan standard normális eloszlású, 
azaz tetszőleges x € (—00,1-00) szám esetén 
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lim P(nn c x)— 81), 


n 700 


ahol P(x) a standatd normális eloszlás eloszlásfüggvényét jelöli. 


: 1. példa. (Folytonos valószínűségi. változók egyszerűbb függvényeinek 
: eloszlása) É1 és a £2 legyenek független N(0,1) standatd normális elosz- 
: lású valószínűségi változók. Határozzuk meg az n—€4 4É£2 valószínűségi 


: változó sűtűségfüggvényét! 


Megoldás. Az n—€j 4é2 valószínűségi változó sűrűségfüggvényét a 


00 
8tJ- [f(r—)- fold 
—o0 
képlet alkalmazásával határozhatjuk meg. Mivel Éj és €2 sűrűségfüggvé- 
nyei egyaránt 
x2 
sea (fü 
Dn hú a 


azétt g-t az alábbi alakba írhatjuk: 


fi) — 
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x s 
1. sza A -s 1 
- e 3 e 2 .—-ds — 
42n J 42n ala 
x 4 x 








1 


SES 


J2nd2 





2(/2) í : 4: jege Eső 2.2) 
sgal ne J2zd2 


ahol helyettesítéses integrálást alkalmaztunk (s — 2: [ -3) helyettesí- 


téssel), és felhasználtuk, hogy 


2 


: tte SEN 
e 2 ds- ( f(s)ds-limF —1. 
-ho0 


3 an dj 


A kapott alakból az következik, hogy n egy N (o, 2 ) normális eloszlású 


valószínűségi változó lesz. 








A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék ] Név- és tárgymutató Vissza 4 114 b 


Valószínűség-számítás és matematikai statisztika Matematikai statisztika 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék ] Név- és tárgymutató Vissza 4 15b 


3. Matematikai statisztika 


A statisztika tárgya: Véletlen tömegjelenségek, az úgynevezett alapso- 
kaságok viselkedésének leírása, esetenként döntési eljárások adása véges 
sok kísérlet eredményének felhasználásával. 


3.1. Statisztikai minta, statisztikai függvények 


A statisztikában nagyszámú (gyakotlatilag végtelen sok) egyedből álló alap- 
sokaság viselkedésére annak viszonylag kevés egyedének vizsgálata alapján 
kívánunk következtetni. Ez a kevés egyed alkotja a mintát. 

A matematikai statisztikában a valószínűség-számítás eszközeit al- 
kalmazzuk. Az alapsokaságot egy valószínűségi változóval azonosítjuk és 
az alapsokaság viselkedése helyett e valószínűségi változó eloszlásáról 
beszélünk. 


Definíció. Statisztikai mintán n számú független €1,€2,..., En , a meg- 


figyelt € valószínűségi változóval megegyező eloszlású, valószínűségi 
(mintavételi) változó összességét értjük. 
Definíció. A  6€j,€2,...,§n  — mintavételi változók tetszőleges 


Ön: IR" Oo IR függvényét statisztikai függvénynek, vagy röviden sta- 


tisztikának nevezzük. 
A statisztikák maguk is valószínűségi változók. 
Az alábbiakban a legfontosabb statisztikai függvényeket soroljuk fel. 


Definíció. A mintaelemek számtani középértékét mintaátlagnak, vagy 
empirikus középnek nevezzük és Mm,, -pal jelöljük, azaz 


n 


EE E e JEE 


aa 
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Definíció. A mintaelemek közepüktől való eltétésnégyzeteinek átlagát a 
minta szórásnégyzetének, vagy empirikus szórásnégyzetének nevez- 


zük és őz -tel jelöljük, azaz 
59 — 85(2)— 63 J- (6 - in? 
On — On E 7 On ÉnoSposseglSgg Az A 2 És mg a 
És 
A korrigált tapasztalati szórásnégyzetet az 


ül AA 
ft 


Ías s ő 
n-1 





formulával definiáljuk. 


Könnyen igazolható, hogy az empirikus szórásnégyzet a 


[A 


SzI - 28 om 
-]1 n 


i-1 


ad. hl 4 1] 
Oz patS -[ 
NN j;—-1 n 


ekvivalens alakban írható. Ez a Steiner-tétel (2.9.8. téteh következménye, 
c:5 0 választással. 


Definíció. A €1,€2,....§n mintavételi változók nagyság szerint nö- 


vekvően rendezett értékei közül az i-ediket €j -vel (i —1,...,n) jelöljük. 


Definíció. A minta legkisebb és legnagyobb elemének számtani közepét, 


ET 


azaz EZT -t a minta középpontjának nevezzük. 


Definíció. A minta legnagyobb és legkisebb elemének különbségét, azaz 


kk kk e. . , ís 
€n — §1 -t a minta terjedelmének nevezzük. 
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Definíció. A minta (empirikus) mediánja 
kk xk 
- 
ém, han-2m-Il, és mt érel , ha n7-2m, 


azaz páratlan elemszám esetén a középső érték, páros elemszám esetén 
pedig a két középső étték átlaga. 


Definíció. A §1,€2,..., §n minta empirikus eloszlásfüggvénye: 





Megjegyzések. 
1. Az empitikus eloszlásfüggvény egy lépcsősfüggvény, minden E; helyen 


— nagyságú ugrással. 
n 
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2. Az F,, empitikus eloszlásfüggvény minden egyes x helyen maga is való- 
színűségi változó, az értéke pedig a ( z x) esemény mintabeli relatív gya- 


kotisága, azaz 


A nagy számok Bernoulli-tötvénye szerint elég nagy n elemszámú minta 
esetén az esemény telatív gyakorisága az esemény valószínűséget tetszőle- 
ges £50 esetén 


P(I F(2—P(E cx) ce) 


-1- (Ia) P(g c) z 2) 1-— 





2 
valószínűséggel közelíti meg. Mivel F(x)— P(É c x), ezért 


Jim P(IF9- Fe] c e)-1, 


azaz tetszőleges e 50 hibakorlát esetén, az empirikus eloszlásfüggvények 
x helyhez tartozó értékeinek F,, (x) (n ST 2. s .) sorozatának határértéke a 
vizsgált € valószínűségi változó elméleti eloszlásfüggvényének x helyen 
felvett értékét 1 valószínűséggel €-nál kisebb hibával közelíti meg. De en- 
nél lényegesen több is igaz, mint azt az alábbi tétel mutatja. 


3.1.1. tétel. (Glivenko és Cantelli tétele) Az F, empirikus eloszlásfügg- 


vény az egész számegyenesen 1 valószínűséggel, egyenletesen konvergál az 
F elméleti eloszlásfüggvényhez, azaz 


e rm[ gi [5.-F6d]-o- 


n—a —0Lx£00 


Glivenko és Cantelli tétele teszi jogossá a mintavételen alapuló statisztikai 
következtetéseket. Például azt, hogy a minta várható értékét és szórását az 
elméleti vátható érték és szórás közelítő értékének, statisztikai becslésének 
tekintsük. 
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Definíció. Legyen €1,€§2,...,§n egy adott n elemű minta, az a, b szá- 


mokra pedig teljesüljön az aSéj és a €/ cb feltétel. Osszuk fel az 


[a,b] intervallumot in részintetvallumra (osztályra) az 
a-xg €Xxyc...CXm.1cxy—b 


osztópontok segítségével. Az egyes [x-1. x ) részintervallumba eső min- 
taelemek számát jelöljük k,-vel (i — 1, 2, ...,m) . 
A gyakorisági hisztogramot úgy kapjuk, hogy az Eszel 5 x;) intetval- 
lumra 
ki 


Xi — Xi 
magasságú téglalapot rajzolunk (i ST 2sas m). 
(Ekkor a téglalapok által lefedett tetület: 


k; m 
el. aa) Ok -n) 


i1—1Xj — Xj.-1 i—1 





A sűrűséghisztogramot úgy kapjuk, hogy az Ég 5 x; ) intetvallumra 
ki 
16 ag) 


magasságú téglalapot tajzolunk (i S 2 sség m). 
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(Ekkor a téglalapok által lefedett tetület: 


m k; 1m 
T—— (1-7) 
ian (ap — x1) ni 





Szokás a sűtűséghisztogramot az empirikus sűrűségfüggvény grafikon- 
jának is nevezni és f,, -nel jelölni. 


Az [1 , X; ) intervallumon 


ful) - ki - Fax — Fair) (Ca S xx, i—1,...,m) 
ri sagúj Xi — Xi-I 





ahol F,, (xz )— EF, (x;.1) az F, empirikus eloszlásfüggvény növekménye 
az [7-1 xy ) intetvallumon. A két függvény közti kapcsolat analóg az el- 
méleti sűrűségfüggvényre ismert f — F" telációval, csak itt a derivált he- 
lyett a differenciahányadost kell venni. 
A fenti módon m osztályba gyűjtött minta esetén a mintaátlagot 
ad Me xeF XI 
Bea EE Tt "tl —1 -k; 
ni id. 2 


a minta szórásnégyzetét pedig 


l 2( x;4Xx; ű lm o x;4X; ű 
őz z Mbsz ét i—1 .k; pa 1 — LSE8 
n j-I 2 ni-i 2 


módon becsüljük. 
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Megoldás. Minthogy egyenletes felosztást használunk, az egyes tészinter- 
vallumok hossza A; — x;—x; 1 —5cm. A gyakorisági hisztogram alatti 
terület most 

ki 


i—-1 Xi 7 Xj-1 


(xy — x1)—(74-4484-30--28-48-46)—- 97, 


azaz a mintaelemek számával egyenlő. 








600 650 700 750 800 850 900 mm 


A gyakorisági hisztogram 


Ha a gyakorisági hisztogramban minden ordinátát 97-tel osztjuk, akkor a 
sűrűség hisztogtamot kapjuk. 
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Osztályokban adott gyakoriságok esetén a tapasztalati eloszlásfügg- 
vénynél az ugrásokat az osztályközepeknél jelöljük. Példánkban az osztá- 
lyok a 


[600; 650), [650; 700), [700; 750), [750;800), (800;850), (850; 900) 
intervallumok, az osztályközepek pedig a 


625, 675, 725, 775, 825, 875 


számok. 








625 675 725 775 825 875 mm 





A tapasztalati eloszlásfüggvény 


A mintaátlag becslése 


— 57 (625-37--675-24.725-154775-14.4.825.44.875.3) 
sz 52345. 


A minta szórásnégyzetének becslése pedig 


2 l Z(x;txXx;.1 ú Í LL résén ető EB] 5 
09 5 .y Z TT . k; y Z Z .k; Ez 


n ;-1 ni- 2 








— MAGA KÁD ÁNŰKGYKSZÁN 
97 


97 [4(775)2 144 (825)? . 44 (875)? -3 
z 947141. 


(52345) z 
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3.2. Becsléselméleti alapfogalmak 


A becsléselmélet ismert eloszlástípusú valószínűségi változók ismeretlen 
paramétereite vonatkozó becsléseket és ezen becslések tulajdonságait 
vizsgálja. 

Legyen € a megfigyelt valószínűségi változó, és a az eloszlás ismeret- 
len patamétere. Legyen továbbá €1,€2,..., €n a §-ből vett n-elemű minta. 


Készítsünk el egy olyan statisztikát, amelyből következtetni lehetet (-ra. 
Legyen egy ilyen a-ra vonatkozó becslés az 


Ön Seres] 


statisztika. 


Definíció. A becslés totzítatlan, ha a becslés eloszlásának vátható értéke 
a becsült paraméter, azaz 


M(űn)— a. 


Definíció. Egy 41, becslés legalább olyan hatásos, (illetve hatáso- 
sabb) mint egy 42 n becslés, ha azonos n elemszámú minta esetén, az 


d. n becslés eloszlásának szórása nem nagyobb, mint az Ó2 n-é, azaz 


D(ó1 n) S Dlő2n) 


az a patamétet bármely értékére (és legalább egy értékre a szigorú egyen- 
lőtlenség teljesül). 


Itt és a későbbiekben: a statisztika szótását az a valódi pataméterérték 
melletti eloszlás alapján számítjuk. 


Definíció. Az a paraméter, adott minta elemszámhoz tartozó legkisebb 
szórású totzítatlan becslését hatásos becslésnek nevezzük, amennyiben 
létezik ilyen becslés. 


Ha létezik egyáltalán hatásos becslés, akkot az egyértelmű is. 
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Definíció. Amennyiben az a. paraméternek létezik üg n hatásos becslé- 


se, egy ún becslés ela, ) hatásfokán az 
£-) 9y n n 


Da 
e D (ág 4) 
me 
DIA 
D" (ún) 
hányadost értjük, amelynek értéke mindig 0 és 1 közé esik. 


A 


Definíció. Az a paraméter becsléseinek d1,d2,..., Ő sorozatát 


no": 


aszimptotikusan totzítatlannak nevezzük, ha 
lim M(ő)— a. 


n 700 


3.2.1. tétel. Az m,, mintaátlag a megfigyelt € valószínűségi változó M (E) 


várható értékének totzítatlan becslése. 


Bizonyítás. A valószínűségi változók összegének vátható értékére vonat- 
kozó tétel felhasználásával azt kapjuk, hogy 


ji j SL je n 
M (in) u $-t) 7 2M(6J-M9-ME) 
n ;-1 n j-I n 
ami igazolja az állítást. 
, j ; k ; sg 
3.2.2. tétel. Egy adott A esemény esetében a — relatív gyakoriság az ese- 
n 


mény p — P(A) valószínűségének totzítatlan becslése, ahol n a kísérletek 
és k az A esemény bekövetkezéseinek a száma. 

Bizonyítás. Legyen € a vizsgált p valószínűségű A esemény karakterisz- 
tikus valószínűségi változója. Felhasználva, hogy a kataktetisztikus elosz- 
lás esetén M (é) - p és az m, mintaközép éppen az esemény telatív 
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B A k 88 34 
gyakotisága, azaz my — — , a tétel állítása az előző tétel közvetlen követ- 
n 


kezménye. 


3.2.3. tétel. A megfigyelt € valószínűségi változó D?(e) szórásnégyzeté- 


52 MENNE STT SÉT r A 52 - 
nek a 6, tapasztalati szótásnégyzet nem totzítatlan becslése, az §7, kortri- 
gált tapasztalati szótásnégyzet viszont igen. 

Bizonyítás. A valószínűségi változók összegének várható értékére és a 
független valószínűségi változók szórásnégyzetétre vonatkozó tételek fel- 
használásával azt kapjuk, hogy 


N ;—-I n ; 


2 
mbs3)-m[ e terén? Jee $[e-t 86) - 





cm á teret [6-0 [- 
a E-t) 
-m[-2.— 8. -mtg-§ mo) - 
ralátven) 
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2. 36 - mg)? -2.—] 2 (e; - mt) 


n ij- n" (JA 


2 [86-r) 


n ja 


-m[ zt Ét -meg J- 


n i7]l 





n—-1 


nme mg? )- 


n-1 


:D?(e), 





n 


ami igazolja, hogy a tapasztalati szótásnégyzet nem totzítatlan becslés. A 


sz becslés torzítatlansága az 


mb) - u és 87] - ús mb2)- 5?) 


n-1 








egyenlőségből következik. 


A bizonyításból ennél több is kiderült: 


3.2.4. tétel. A megfigyelt € valószínűségi változó D?(€) szótásnégyzeté- 
nek a 67 tapasztalati szórásnégyzet aszimptotikusan torzítatlan becslése. 
Bizonyítás. Az előző tétel bizonyításából adódóan: 

§ d a. 1-1 A3rei  n2 
lim M (6; J- lim — -D (€)-D (e) 


n7oo0 noo n 


3.2.5. tétel. Az m, mintaátlag a megfigyelt € valószínűségi változó M (E) 


várható értékének 


n 
Men — Xc 6; 
j—1 


F— 
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alakú (lineáris) torzítatlan becslései közül a leghatékonyabb. 


n 
Bizonyítás. Először azt kell megmutatnunk, hogy az Mc n— ci "6; 
i-1 


n 
alakú becslések csak akkor lehetnek totzítatlanok, ha 2. c; —1. Valóban: 
i-1 


Mlmcn)- m[da ti) . ci :M(E;) - Xc MG - 


1- 1-7 


- M(8). Xi - ME) 


[4 


n 
ahonnan következik, hogy X.c; — 1 (amennyiben M(É) 7 0). 
i-1 


Hátra van még annak belátása, hogy HD (my) S D?(mcn). Ehhez írjuk 


1 n n 
c;-ket Cj — af alakba, ahol 2.c;—1 miatt 2.8; —0. A független 
i-1 i-1 


valószínűségi változók összegének szórásáta vonatkozó tétel felhasználá- 
sával azt kapjuk, hogy 
n 


D?(mcn)- pt fa 4) - XD((ci :£j)- 


Tt 


- Xe? :D?(t)- D?(e)- Xe? - 
i-1 i-1 


i-1 


1 n n n 


-peg.[ze2 Sas $? J- 


n hn;-I i—-1 


[A 


-D2(p).[ ef Jz2D2(e) 
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Egyenlőség csak akkor áll fenn, ha e; —0 ,...5N), vagyis, ha 


(i—1,2 
ol . ; s ; 265 Ve D2[ ; 
c; — — minden i-re, ami igazoljaa D (mm) S D" mc) becslést. 
n 
Ha a megfigyelt valószínűségi változó normális eloszlású, ennél több is 
igaz: 


3.2.6. tétel. Ha a megfigyelt € valószínűségi változó normális eloszlású, 
akkor az Mm, mintaátlag a várható érték valamennyi totrzítatlan becslése kö- 


zül a leghatásosabb. 


Definíció. Az a paraméter becsléseinek Ó1,d2,..., Ő sorozatát 


jOBEB 
konzisztens becslésének nevezzük, ha becsléssorozat sztochasztikusan 
konvergál az a pataméterhez, azaz bármely tetszőlegesen kicsi £ 5 0 szám 
esetén 

lim P(lán— al: 2) 0. 

no00 


3.2.7. tétel. Ha €, az a totzítatlan becslése és lim D?(ün)- 0 , akkor 
n—00 
az 01, 02... Op; :.. becsléssotozat az a konzisztens becslése. 


Bizonyítás. A Csebisev-egyenlőtlenség alapján 


P( 





ÓTA 
NN úg 28 D(a 
án —-M(án)Í2 £)- P(ló.n -a[z ag 
e 

tetszőleges € 5 0 -ra. Mivel D?(a,)- 0 esetén a bal oldalon álló való- 
színűség 0-hoz tatt, ezért 

lim P(lán —al2 2) 0. 

noc0 
3.2.8. tétel. A mintaátlagok M,...,Mn,... sorozata a megfigyelt € való- 
színűségi változó M (E) vátható értékének konzisztens becslése, amennyi- 


ben a € szórása létezik. 
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Bizonyítás. Az előző tétel alapján ehhez elég azt megmutatni, hogy 


lm D"(mn)- 0. A független valószínűségi változók összegének szórá- 
no 
sára vonatkozó tétel felhasználásával azt kapjuk, hogy 


lim D? (mm) — Tim pú Se - lim És ]- 


n 700 n 700 nN ;-1 noon i-1 
a. 4. . 1 
z lim — XD?(6;) - lim —.D?(e)-0, 
n—-00 n" i-1 nooon 


ami igazolja az állítást. 


Definíció. Az ű, — űn(é1,62,....8n) statisztika elégséges becslése a 
megfigyelt € valószínűségi változó a paraméterének, ha a bármilyen mó- 
don megvalósuló fá n- y) feltétel esetén, a mintavételi változók e felté- 


telre vonatkozó feltételes valószínűsége nem tartalmazza a becsült a pa- 
tamétett. Diszkrét valószínűségi változó esetén ez a 


B Keze see ez [OL AJ] 


feltételes valószínűség a patamétertől való függetlenségét, folytonos el- 
oszlású valószínűségi változó esetén pedig az 


JE KE E vo An án 1 
feltételes sűtűségfüggvény a patamétettől való függetlenségét jelenti. 


A mintavételi változók együttes feltételes eloszlásának ismerete a legtöbb, 
amire a megfigyelt € valószínűségi változó ismeretlen 04 pataméterére vo- 
natkozó információ-szerzésünk során számíthatunk. Ha ez az eloszlás a 
becsült a paraméterétől független, akkor az ú. becslés arról minden in- 
formációt tattalmaz. 


: 1. példa. Mutassuk meg; hogy a Poisson-eloszlású € valószínűségi változó 
: A paramétetének az Mm, mintaátlag elégséges becslése! 
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Megoldás. Az elégséges becslés definíciója értelmében elő kell állítani a 
É1,62,....Én mintavételi változók fi, (E1,é2,....8n)— y) feltételhez 


tartozó 


Pléyek ts eközasög eke lit lén Gase ég) 9) 


NM i-1 


.4.. 


lenségét felhasználva ez a feltételes valószínűség 


P(E1 - kj, 2 —k2,... Őn -knlm, sie 
. P(E1- ki): P(E2 — ko)... P(Én kn) 








Plin z y) 
Mi P(éi — ki): P(é2 — ko)... P(én - kn) 
P(n -űn -n-y) 


alakba írható. Mivel a €; (i S1 2. ss .,n) mintavételi változók valamennyi- 


en a megfigyelt € valószínűségi változóval megegyező, A paraméterű 
Poisson-eloszlású valószínűségi változók, ezért 





ja -A . 
7! 


[/ 


P(E; — kj )— 


Bizonyítható továbbá, hogy n:m, eloszlása n:A pataméterű Poisson- 


eloszlású, azaz 


Masa er 
(ny)! I 


A fentiek figyelembevételével azt kapjuk, hogy 


Pln-mp-n:y)- 
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) 


Pp ek ös ekes őy ek lm, ey 














Pln-mp —n-y) 

Md ah, a e 1 : : gye : 
oki! ko! kat kat kot ket 
naon ae 
(ny " (ny)! 

fry 1 1 1 





(an) ki! ka! kn! 
ami független a A paramétertől, tehát a becslés valóban elégséges. 


3.3. A legnagyobb valószínűség 
(maximum likelihood) elve 


Eddig nem vizsgáltuk azt a kétdést, hogy valamely eloszlás pataméterére 
vonatkozólag hogyan konstruálható jó becslés? Van-e olyan általános ma- 
tematikai módszer, amely megadja, hogy a mintaelemekből milyen 
ünn —űn(é1,62,....Én) statisztikát kell ahhoz számítanunk, hogy az 


adott O paraméterre jó becslést kapjunk? 

A legfontosabb általános módszer a becsléste az ún. maximum 
likelihood módszer, amit magyatta fotdítva a legnagyobb valószínű- 
ség módszerének nevezhetünk. A módszer R. A. Fishettől származik. 
Először a módszer gondolatmenetét ismertetjük. 


: 1. példa. Egy alapsokaság ismeretlen p selejtatányát szeretnénk mintavétel 
, útján megbecsülni. Ezétt az alapsokaságból n elemet választunk ki egymás 
; után, visszatevéssel. (A selejtatány így minden egyes húzás után változatlan 
: marad.) Tegyük fel, hogy a vizsgálatunk során k selejtest találtunk. Ennek 
: alapján milyen becslést adhatunk az alapsokaság selejtarányára? 


Megoldás. Jelölje A azt az eseményt, hogy egy kiválasztásnál selejtes ele- 
met választottunk. Az alapsokaságot így az A esemény €4 indikátor vál- 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék I] Név- és tárgymutató Vissza 4 131 b 


Valószínűség-számítás és matematikai statisztika Matematikai statisztika 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék I] Név- és tárgymutató Vissza 4 132 b 


tozójával azonosítjuk, és a feladatunk az A esemény ismeretlen P(A) -p 
valószínűségének a becslése. 
Legyen €; az 7-edik kísérletnél az A esemény indikátor változója, azaz 


E; - 1, ha A bekövetkezett, 
úti 0, ha A nem következett be. 


A €j,§2,....§n minta tehát most indikátor változók sorozata. Ha az A 


esemény k-szor következett be, akkor a mintában k darab 1-es és (n Hl k) 
darab 0-ás kísétlet szetepel. Mivel független kísérleteket végeztünk, ezen 
minta létrejöttének valószínűsége az ismeretlen p paraméter függvényé- 
ben: 


f(p)-p" -1-p)re 


Bármely két lehetséges p érték közül azt fogadjuk el szívesebben, amely 
mellett a kapott minta létrejöttének f (p) valószínűsége a nagyobb. Így 
egy valószínűbb esemény bekövetkezésének adunk nagyobb esélyt egy 
valószínűtlenebbel szemben. Ezt az elvet követve azta p E (0.1) értéket 
keressük, amely mellett az f ( p), vagyis a minta létrejöttének valószínűsé- 


ge a legnagyobb. Ez egy egyváltozós szélsőértékfeladat. Felhasználva, hogy 


f(p)-k-p"!-1-pyr tp! -(n-k)-1-py e, 


szélsőérték csak ott lehet, ahol 


f(p-p-t-1-py lk -(1— p)- p:(n-k)]- 
ag! elege :[k—n- p]l- 0. 


Mivel p E (01), az f-nek a 
k 
DpD—-—— 
n 


esetben lehet szélsőértéke. Azonnal látható, hogy f (p)-nek itt valóban 
maximuma van. Mintánk elemzése során így arra a következtetésre jutot- 
tunk, hogy az alapsokaság selejtatányának legvalószínűbb értéke a selejt 
mintabeli gyakorisága, így a 
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Bn SP lerezssbn sé brtezőjes zt; - 5 


statisztika adja p legjobb becslését. 
3.3.1. A legnagyobb valószínűség elvének matematikai 
megfogalmazása 


Diszkrét eset: Jelölje az alapsokaság valószínűség-eloszlását 
plx,a)— P(E — x), 


ahol a ismeretlen pataméter. Legyen továbbá Xj,X2,...,Xn egy, az alap- 


sokaságból vett konkrét n elemű minta. A minta létrejöttének valószínűsé- 
ge a mintaelemek függetlensége folytán az egyes valószínűségek szotzata. 
Ezt a szotzatot likelihood-függvénynek nevezzük és 


L(x1,X2,...5Xn.0)— pba,a)- p(lx2, a): ...- p(lxn a) 


módon jelöljük. Azt az ő — á(x1, x2 , ..., Xn ) értéket fogjuk az ismeretlen 


paraméter valódi értéke becslésének tekinteni, amely mellett a likelihood- 
függvény a legnagyobb éttékét veszi fel. 


Folytonos eset: Itt P(E - x) - 0 minden X-re, de 
PlxSécxr4Ax)z f(x,a)- Ax, 


ahol faz eloszlás sűrűségfüggvénye és a az eloszlás ismeretlen patamétere. 
Így annak a valószínűsége, hogy valamely mintaelem egy kicsiny, tögzített 
hosszúságú intervallumba esik, közelíthető a sűrűségfüggvény segítségével. 
A szélsőétték meghatározása szempontjából a rögzített részintetvallum 
hosszának nincs jelentősége, csak egy konstans szorzóként szerepel, ezétt 
a likelihood-függvény ebben az esetben az 


T(Xx1,X2 5... Xn. 0) fla. a): f(lx2,a)-...: flxn.a) 


függvény. 
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Megjegyzések: 

1. A gyakotlatban az n-tényezős szotzat deriválása elkerülhető, ha a 
likelihood-függvény helyett annak logaritmusával dolgozunk, mivel a 
logaritmus függvény szigorúan monoton növekedő volta miatt a szél- 
sőértékhely a transzfotmációval nem változik. 

2. Több patamétet együttes becslése nem jelent elvi változtatást. 

3. A legnagyobb valószínűség elvének alkalmazásakor konzisztens, de 
nem feltétlenül totzítatlan becslést kapunk. Be lehet azonban látni, 
hogy az így nyert becslés legalábbis aszimptotikusan totzítatlan. 

4. Ha a kérdéses paraméternek létezik hatásos becslése, akkor a likeli- 
hood-függvénynek csak egyetlen szélsőértéke van, és ez éppen a hatá- 
sos becslés. 

5. A maximum likelihood becslés az invertálható leképezéssel végrehaj- 
tott ttanszfotmációra imariáns, azaz, ha ú. maximum likelihood becs- 
lés a-ra, és g egy kölcsönösen egyértelmű függvény, akkor g(d.) ma- 
ximum likelihood becslése g(a) -nak. 


: 2. példa. Legyen € egy N(m, o) normális eloszlású valószínűségi változó. 


, Határozzuk meg az m és c paraméterek maximum likelihood becslését! 


Megoldás. A likelihood-függvény és annak logaritmusa 


1 2 2 
-—— Ela -m) 
L(x1,x2,...sxn.0)-—— e 267 i-I , 
E) 
1 2 2 
In(L(a, x2,..., Xn. m, 6) ——n Into 2)-—— Ex —m) . 
26" i-1 


Egy függvénynek és a logatitmusának ugyanazokon a helyeken van maxi- 
muna. Ezeket a helyeket a függvény logaritmusa esetén határozzuk meg, 
mivel így egyszerűbb. Egy függvénynek ott lehet maximuma, ahol a par- 
ciális deriváltjai 0-val egyenlők. A lehetséges maximum helyeket ezért a 
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1 n j 
0 In(Z(x1, x2 ,..., Xn, m,0))— 5) XX; 770 
67 i-1 (ej 
0 In(Z(x1, x2 , ..., Xn, m,6)) — d j 5 my -0 
S 67 i-l 


egyenlettendszer megoldásai adják. Az egyenlettendszernek egyetlenegy 
(mo, 09 ) megoldása van, 





2 
n n 1 n 
X; $-t én) 
siess A ! — FL. : Ax 
m - 7 -M, je e És ! el - 6Z 
n n 


Megmutatható (a tészleteket itt mellőzzük), hogy ez a hely valóban maxi- 
mumhely. 
A maximum likelihood módszer tehát normális eloszlás esetén az m 


várható érték becslésére a mintaközepet, a 67 szórásnégyzet becslésére 
pedig az empirikus szórást szolgáltatja. Ez utóbbi becslés, mint már meg- 
mutattuk, csak aszimptotikusan totzítatlan. Megjegyezzük, hogy az előző 
Megjegyzés 5) pontja értelmében ő, maximum likelihood becslése a c 


szórásnak. 


3.4. A konfidencia (megbízhatósági) intervallum 

Egy alapsokaságból vett konkrét (XI Jég xn) minta esetén kiszámított 
Ón — ünlx.x25...5Xn) becslés az ú, (É1 Boss ég ) statisztikai függ- 
vény helyettesítési értéke az (xi KO gErs xn) helyen, és így mintánként 
változik. A becsült a pataméter és az 4 becslés valóságos eltérésének 
nagyságára ezért biztos kijelentést nem tudunk adni. Azonban, ha ismerjük 
az 4a—d, eloszlását, akkot meg tudunk adni olyan C us . B n ÉS 
C 1.8 Ba úgynevezett konfidencia (megbízhatósági) határokat, hogy a 
becsült a patamétet és az ún becslés eltérése nagy (I — e) valószínűséggel 


e határok között legyen, azaz teljesüljön a 


A 


pic. . Ba £4—-ún 5 sisgb Ba J-1—e 
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feltétel, amit 
1 a s 2 a .V 
PIC e :Bn tÖn 2 ac Ce :Bn t0n]J-1-—e 
ekvivalens alakba is írhatunk, ahol B, az a— ún eloszlásától függő sta- 


tisztika, C éz ((—1,2) pedig az n-től és az £-tól függő valós számok. 


A Plc1 , B, HFÁnCac jéé B, ré Jele alak azt mutatja hogy 


az a pataméter valódi értéke 1— € valószínűséggel esik a 
CI Be túsz Ő By kő 
ne Ba d n.Cne Ba On 


úgynevezett konfidencia (megbízhatósági) intervallumba. 


Definíció. Egy 0) becsléshez tartozó 


NNNBASENRES 072. Vst stk: 
1. :Bn tAn Cne :Bn rán) 
konfidencia intervallumot (1— e) megbízhatósági szinthez tartozó- 


nak nevezzük, ha az esetek 100-(1— e) 909 -ában tartalmazza a becsült a 


paraméter valódi éttékét, azaz 
PIG Beta Ba ee 
n, e nTOn a n, e n TtOnJj- e. 


Egy konfidencia intervallum megadásakor először a B statisztikát hatá- 


rozzuk meg. Feltéve, hogy Bp 30,a C 1176 értékeket ezt követően a 
Pici , B, tán ca c CZ, "Ban tűn]-1- 
n,e B On a n,e n TtOnj- e 


kifejezés 
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Het a cc Jr- 


n 
ekvivalens alakjának felhasználásával a 
1. a—ú 
n igei Nx 
Ba 


valószínűségi változó (statisztika) F eloszlásfüggvényének segítségével az 


n 





FlcL.J- Pl, age jő öcs. Jer Yn c c? J-1-§ 


összefüggésekből határozzuk meg. 
Ha B,, c 0, akkor 





fd SSEL eg c3.) -1—e 


n 


az ekvivalens alak ésa C, , értékeket az 


Flc2.)- Pa S c2.)- a Flc1.)- út 1.40 ) -1-5 
ne 
összefüggésekből határozzuk meg. 


A gyakotlatban a 
Pl 08 b. SEE E és plc. "Bu Ön ah 
feltételekkel megfogalmazott 
[CZ "b. rán) és c, ab. HÜ; 100) 


egyoldali konfidencia intervallumok is használatosak. 
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: valószínűségi változó. A m vátható értéket egy nagy n elemszámú 
; É1,€2,....§n minta felhasználásával az Mm, mintaátlaggal becsüljük. Ha- 
: tározzuk meg a várható érték if,  mintaátlaggal történő becslésének 
: 100-(1—£)96-os megbízhatósági szinthez tartozó konfidencia intervallu- 


; máta 0—5, n-36, m, —12 és £—0,05 esetben! 


Megoldás. A konfidencia intetvallumot annak felhasználásával konstruál- 
juk meg, hogy a centrális határeloszlás tétel szetint nagy n esetén a 


m-—- my i 


y s 7 kzt H— 
új Ba Jn:-c 


n 
£7-nem 
71 





valószínűségi változó közelítőleg standard normális, azaz N(0,1) eloszlá- 


súnak tekinthető. Mivel B, c£0 a a értékeket a 
2 fő 1 £ 
olc2.]-5, olc eJ-1-5 


összefüggésből határozzuk meg, ahol $ a standard normális eloszlás el- 
oszlásfüggvényét jelöli. Felhasználva, hogy a standard normális eloszlás 


eloszlásfüggvénye szimmetrikus, azaz b(- x) sz D(x), ezétt C HB - Cg és 
(6 -—C, alakú, ahol D(C)-1-. Az £7-0,05 esetben a Cgos5 
értékét a — D(Coog5)— 0.975 feltételből határozzuk meg, azaz 
Cg.o5 — 97"(0,975)—1,96 lesz. 
Az MS Excel használata estén a C, gs értéket az 

- INVERZ.STNORMK(0,975) 


kifejezés kiértékelésével kaphatjuk meg. 
Így az ismeretlen m éttékére vonatkozó konfidencia intervallum 
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fc, Ba tőn — Ce Ba 1an)-[-196-512 196-5112 Jaz 


z (10366, 13,633) 


számának növekedésével és a szórás csökkenésével csökken, viszont a 
megbízhatósági szint emelésével nő. 


3.5. Statisztikai hipotézisek (feltevések) vizsgálata 
A gyakorlatban igen sok esetben már eleve van valamilyen feltevésünk egy 
valószínűségi változó eloszlásáról, illetve az eloszlás valamely pataméteté- 
ről, és azt szetetnénk ellenőrizni, hogy ez a feltevésünk helyes-e? 

Ilyenek például a következő esetek: 


a) Adott technológiával gyártott vasbeton gerendák mérete normális el- 
oszlást követ, ismert szórással. Az elkészült gerendák mérete az előírt 
várható méret érték körül ingadozik-e? 

b) Két különböző kevetőgéppel készült aszfaltkevetékben a bitumentar- 
talom szórása megegyezik-e? 


Statisztikai hipotézisen (feltevésen) egy vagy több, valószínűség-elosz- 
lásra vonatkozó feltevést értünk. 


Statisztikai próbának nevezzük azt az eljárást, amely alapján egy statiszti- 
kai hipotézisről döntünk. 


Hgy statisztikai próba lépései következők. 


Elméleti lépések: 

1. Az ismetetlen eloszlásra vagy az eloszlás ismeretlen paraméterére (pél- 
dául az előző tapasztalatok alapján) egy Hg null-hipotézist állítunk fel. 
Az eloszlás vagy paraméter számára a null-hipotézistől eltérő más lehető- 
ségek bizonyos halmazát, esetleg az összes más lehetőséget együttesen 
ellenhipotézisnek, vagy alternatív hipotézisnek nevezzük és Hj-gyel 
jelöljük. 
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2. A feltevésünk ellenőrzésére mintavételen alapuló konzisztens 
űn —űnl(ér é2,.... Én ) statisztikai függvényt konstruálunk. 


3. Meghatátrozzuk a Ő, statisztikai függvény eloszlását. 


4. Kijelöljük az eloszlás kritikus tartományát, ahova a statisztikai Ún 
függvény, mint valószínűségi változó, értéke csak kicsiny € (pl.: 
590, 196, 0190) valószínűséggel esik. A kritikus tartományt elutasítási 
tartománynak is nevezzük. A kritikus tattomány komplementetét elfo- 
gadási tartománynak hívjuk. A döntés szintjét jellemző 100-(1—£)9o 
számot a próba szignifikancia szintjének vagy röviden a próba szintjé- 
nek nevezzük. 

A kritikus tartomány kijelölése: 

4.1. A P(a /2 C Ön CL O1og/2 ) -1—e feltétellel megadott kétoldali próba 
esetén a kritikus tartomány egy (- 00, Og 12) és egy (aa /2 00) interval- 


lum uniójából áll. Az intervallumok 0/2 ésa 01.g/2 határaitaz án Fa 


eloszlásfüggvényének felhasználásával az Fo (az g/2 ) - 65 és az 


5 Ajs (I —Og/2 ) -] sző feltételekből határozzuk meg. Az elfogadási tarto- 


mány ekkor az (az £/2501-eg 12) intervallum. (Egyenlőséggel megfogalma- 
zott Hg hipotézis esetén alkalmazzuk, azaz, ha Hg-fa—-agp, 
Hi-tazag;.) 


Az d n SŰrűségfüggvénye 


elfogadási tartomány 





kritikus tartomány 


4.2. A P(a z űn)-1—e feltétellel megadott egyoldali próba esetén a 


kritikus tartomány egy (- 00, Og ) intetvallum. Az intervallum OC határát 
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az On Fa eloszlásfüggvényének felhasználásával a Fu (az 27 € feltétel- 
ből határozzuk meg. Az elfogadási tartomány ekkor az (ag ,t c0) intetval- 
lum. (Egyenlőtlenséggel megfogalmazott Hg hipotézis esetén alkalmaz- 
zuk, azaz, ha Hú —(a2 aj, Hj—tfacagy.) 


Az d n SŰrűségfüggvénye 
7 [428 


kritikus tartomány elfogadási tartomány 


4.3. A P(á , z 01) -1-—e feltétellel megadott egyoldali próba esetén a 
kritikus tattomány egy ( 011 460) intetvallum. Az intervallum 01. a hatá- 
rátaz ún Fa eloszlásfüggvényének felhasználásával a Fg (01 ) -1-—e 
feltételből határozzuk meg. Az elfogadási tartomány ekkor a (- 00, ae) 
intervallum. (Egyenlőtlenséggel megfogalmazott Hg hipotézis esetén 
alkalmazzuk, azaz, ha Hg — (a S agy, Hy—ta5 agy.) 


Az d a  Sűrűségfüggvénye 





az 


elfogadási tartomány kritikus tartomány 





Gyakorlati lépések: 
1. Mintát veszünk az alapsokaságból. 
2. A minta adatokból kiszámítjuk a statisztikai függvény helyettesítési értékét. 
3. A kapott számérték alapján döntünk: 

Megtartjuk a null-hipotézist, ha a kiszámított helyettesítési érték az el- 
fogadási tartományba esik. 
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Elvetjük a null-hipotézist, ha a kiszámított helyettesítési érték a kritikus 
(elutasítási) tartományba esik. Ekkor a feltételezett eloszláshoz képest egy 
valószínűtlen esemény következett be. Ekkor szignifikáns (jelentős) az 
adatokban tükröződő eltérés a feltétevésünkhöz képest. 


A statisztikai próbák alkalmazásakor hibás döntéseket is hozhatunk. Két- 
féle hibát követhetünk el: 

Elvetjük a Hg bipotézist, noha az belyes. Ez az úgynevezett elsőfajú hiba 
akkor fordul elő, ha a statisztikánk helyettesítési értéke a kicsiny valószínű- 
ségű kritikus tattományba esik. 

Megtartjuk a Hg bipotézist, noba az bibás. Ez az úgynevezett másodfajú 
hiba akkor fotdul elő, ha a statisztikai függvény helyettesítési értéke a vé- 
letlen folytán az elfogadási tartományba esik. 


Egy próbát konzisztensnek nevezünk, ha a minta elemszám minden 
határon túl történő növelésével a másodfajú hiba minden tögzített alterna- 
tív hipotézis esetén 0-hoz tatt. 


Az a - ag ún. egyszerű null-hipotézis esetén az elsőfajú hiba e, mely uralha- 
tó, hiszen mi állítjuk be az (1— €) szintet. A másodfajú hiba azonban függ 
a patamétet (ismeretlen) értékétől, és így nem uralható. Mindenesetre kon- 
zisztens próba és elég nagy mintaelemszám esetén a másodfajú hiba , ki- 
csi", így a szintet választhatjuk , nagyra". Az első- és másodfajú hiba moz- 
gása ellentétes, megfelelő kompromisszumra és az altetnatívák közti sze- 
teposztás olyan beállítására van szükség, hogy az utalhatatlan másodfajú 
hiba elkövetése legyen a kisebb vétség. 

A további fejezetekben csak ismett eloszlású konzisztens statisztikai pró- 
bákat ismertetünk. 

Az első- és a másodfajú hiba egyensúlyba tattása szempontjából kiala- 
kult szokás a 100 - (I —g) 970 -959 -os szignifikancia szint választása, de 
ez alól számos kivétel is létezik. A legtöbb statisztikai programcsomag (így 
az MS Excel is) kiítja azt a legkisebb e-t ill. azt a legnagyobb szintet, amely 
mellett el tudjuk utasítani a null-hipotézist (kisebb €-ra elutasítjuk, na- 
gyobbra elfogadjuk), ez következik abból, hogy magasabb szinthez (azaz 
kisebb £-hoz) tágabb konfidenciaintervallum tattozik. 
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3.6. Paraméteres próbák 


Egy statisztikai próbát paraméteres próbának nevezünk, ha az alapsoka- 
ság valamely pataméteréte vagy paramétereite vonatkozik. 


Az alábbiakban várható értékte és szótásra vonatkozó egy- és kétmintás 
statisztikai próbákat ismettetünk. 

A továbbiakban egy statisztikai mintát zagy elemszáműnak mondunk, ha 
a mintaelemek n száma legalább 30, mivel ekkor a standatd normális és a 
Student-eloszlással számított valószínűségértékek már alig különböznek. 


3.6.1. Az egymintás u-próba 


Alkalmazása: Egy ismert D(£)— o szórású, de ismeretlen M(£)-m vát- 
ható értékű normális eloszlású € valószínűségi változó vátható értékére 
vonatkozó mg hipotézis helyességének ellenőrzése. 


A próba statisztika: 


a Mm, —m 
fel 188 
o 


vn 
ahol " a minta elemszáma. 
Eloszlása: ű standard normális eloszlású valószínűségi változó. 


Nagy elemszámú minta esetén, a centrális határérték tétel miatt a próba € 
eloszlásától függetlenül közelítőleg normális eloszlású, ezért ebben az 
esetben a ptóba nem normális eloszlású valószínűségi változó esetén is 
alkalmazható. 

Nagy elemszámú minta esetén a próba akkor is alkalmazható, ha a c 
szórás nem ismert. Ekkor a szórás a mintából történő becslésével helyette- 
síthető, és a próba statisztika alakja a következő lesz: 

m 


98 A [A 
u — J 


n 
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Nagy elemszámú minta esetén, ha € egy A esemény katakterisztikus való- 
színűségi változója, akkor a próbával az A esemény p — P(A) valószínű- 
ségére vonatkozó pg hipotézis ellenőrzésére is alkalmazható, mivel ekkor 


M(8-p. 


3.6.2. A kétmintás u-próba 


Alkalmazása: Ismett D(E) - 61 és D(n) — 06) szórású, de ismeretlen 
M (e) - mi és M (n) - ma vátható értékű normális eloszlású € és n való- 
színűségi — változók várható értékének különbségére vonatkozó 
mg — mp —m? hipotézis helyességének ellenőtzése. 

A próba statisztika: 


ú — : 
of 52 
-- 
m  n2 


ahol my a €-re, n2 pedig az n-ta vonatkozó független minta elemszáma. 


Eloszlása: ű standard normális eloszlású valószínűségi változó (a null- 
hipotézis fennállása esetén). 


Nagy elemszámú minta esetén a centrális határérték tétel miatt a próba a € 
és n eloszlásától függetlenül közelítőleg normális eloszlású. Ezért ebben az 
esetben a próba nem normális eloszlású valószínűségi változók esetében is 
alkalmazható. 


Ha 6 -— 01 — 62 , azaz a szórások megegyeznek, akkor a próba statisztika 


alakja egyszerűsödik: 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék ] Név- és tárgymutató Vissza 4 144b 


Valószínűség-számítás és matematikai statisztika Matematikai statisztika 





A dokumentum használata ] Tartalomjegyzék I] Név- és tárgymutató Vissza 4 145) 


Nagy elemszámú minta esetén ha 6 — 61 — 672 , de a közös 6 szórás nem 


ismert, akkor az a mintából történő becslésével helyettesíthető és a próba 
statisztika alakja a következő lesz: 


ma — ma — mg 


ú — 








EE ESTÉRE 11175 0 [EKE 
n tn, —2 m na 
Nagy elemszámú minta esetén a próba akkor is alkalmazható, ha a 61 és a 
02 szótások nem ismettek. Ekkor ezeket a szótásokat a mintából történő 
becslésükkel helyettesítjük és a Welch-féle 





próba statisztikát alkalmazzuk, ami ebben az esetben közelítőleg szintén 
standard normális eloszlású. 


3.6.3. Az egymintás t-próba 


Alkalmazása: Ismeretlen D(É)J—- o szórású és ismeretlen M(£)—-m vár- 
ható értékű normális eloszlású €£ valószínűségi változó várható értékére 
vonatkozó mg hipotézis helyességének ellenőrzése. 


A próba statisztika: 


3 m — mo 


ELPÉS 

Jn 

ahol n a minta elemszáma. 

FEloszlása: (et) (n—1) szabadságfokú Student-eloszlású valószínűségi 


változó. 
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Az egymintás /-próbát általában csak kis minta elemszám esetén használ- 
juk, mivel nagy elemszámú minta esetén az eloszlása közelítőleg standard 
normális eloszlású és az u próba megfelelő alakjával helyettesíthető. 

Érdekességképp megjegyezzük, hogy a Student-eloszlást V. Gosset ve- 
zette be, aki etedményeit Student álnéven publikálta. 


3.6.4. A kétmintás t-próba 


Alkalmazása: Ismeretlen D(E) -61 és D(m) -02, de megegyező 
06-61-62 szótású és ismeretlen M(£)—- mij és M(n)— ma várható 
értékű normális eloszlású € és n valószínűségi változók várható értékének 
különbségére vonatkozó mg — my —ma hipotézis helyességének ellenőr- 
zése. 

A próba statisztika: 








f ) m —m, —mg 
nin. —2)7 
ELESETT ES AFTER 
m tn, -—2 ni n2 


ahol ny a €-re, na pedig az n-ta vonatkozó független minta elemszáma. 


FEloszlása: 1 na —2) (mm tn — 2) szabadságfokú Student-eloszlású való- 
színűségi változó. 
Általában csak kis minta elemszám esetén használjuk, mivel nagy elem- 


számú minta esetén az eloszlása közelítőleg standard normális eloszlású és 
az u próba megfelelő alakjával helyettesíthető. 


Ha a 61 és a 62 szótások nem egyenlők, akkor az u próbánál már ismer- 
tetett Welch-féle 


13 . Mm —-ma —mg 
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2 2 
s TEST ml 63 
61 62 ni —1 ni n2 —1 n2 


ál 


szabadságfokú Student-eloszlású valószínűségi változó. (/ általában nem 
egész, ekkor kerekítjük.) 


3.6.5. Az F-próba 
Alkalmazása: Ismetetlen D(E) - 6] és D(m) - 62 szórású normális elosz- 
lású € és n valószínűségi változók szótrásainak megegyezőségére vonatko- 


01 


zó — -1 hipotézis helyességének ellenőrzése. 
07 
A próba statisztika: 
MASSA T 
52 


ahol s a €-re, n2 pedig az n-ta vonatkozó független minta elemszáma. 


Eloszlása: Té -1) (mm —],n2 — 2) szabadságfokú F-eloszlású valószí- 
nűségi változó. 


Az F-próbával pl. a kétmintás t-próba alkalmazása előtt a € és n valószí- 
nűségi változók szótrásának egyezőségét vizsgálhatjuk. 


A 


A gyakotlatban az Fn 1-1, na —1) értékét mindig 1-nél nagyobbnak választ- 


juk, azaz az 
8 52 
AL EZ Isf 


53 §i 


F — max 


statisztikát alkalmazzuk. 
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80 példa. (Egymintás u-próba.) Egy elekttonikus készülék a hirdetések 
: szerint az információt az áram kikapcsolása után még 70-től 90 óráig ké- 
: pes tárolni. A gyártó állításának ellenőtzéséte n — 250 mérést végeztek és 
: következő eredményeket kapták: m,, — 78,73 és s, —10,22. Egyoldali 
: 4-próbát alkalmazva 9594-os szignifikancia szinten igaz-e, hogy a tárolás 
: várható értéke legalább 80 óra? 


Megoldás. A null-hipotézis: Hg — Ím 2 mg), azaz az tárolási időt leíró 
ismetetlen € valószínűségi változó m vátható éttéke legalább mg — 80. 


€ szórását nem ismerjük, de a minta elemszáma nagy, így azt a kortri- 
gált tapasztalati szórással becsüljük. A próba statisztika így 


üz Mn És mo ; 
ön 
Jn 
helyettesítési értéke pedig 
78,73—80 
1-———— sz -1 ; 
ü 10.22 965 


4250 


Egyoldali próbát alkalmazunk, £—1—0,95 — 0,05 és az elfogadási tarto- 
mány (ug; Tf c0) 7 (10.05 00) alakú. Az ug 05 értékét a Dluoos ) 7 0,05 
feltételből határozzuk meg, azaz ug 05 — p-! (0,05) — —1,6448 lesz. 


Az MS Excel használata esetén ug 05 éttékét az 


- INVERZ.STNORMK(0,05) 
kifejezés kiértékelésével kaphatjuk meg. 
Mivel ú — —1,965 £ (- 1,6448, 7- c0) szei (4005. 00) ezért a null-hipotézist 


elvetjük, azaz az elektronikus készülék információ tárolásának várható 
értéke nem haladja meg a 80 ótát. 
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2. példa. (Kétmintás u-próba.) Egy vizsgálatot végeztek abból a célból, 
: hogy megbecsüljék bizonyos vitaminok étrendhez adásának hatását. Ebből 
: a célból 64 kéthetes patkány kapott az étrendjéhez vitamin kiegészítést 
; négyhetes időtartam alatt. Ezt követően a tömegüket lemérték. Egy 36 
: patkányból álló, ugyanolyan korú kontroll csoport ugyanezen idő alatt a 
: szokásos étrendet kapta és a tömegüket négy hét után szintén feljegyezték. 
































korrigált 
minta típusa elemszáma ] empirikus közép ! empirikus 
szórás 
Patkányok vitamin 
Kicsészítóvel r. 896 g 1296 g 
Patkányok szokásos 
érremeeel 5 83,5 g 1141 g 





: A mintákat megegyező szórásúnak tekintve, vizsgáljuk meg 9599-os szigni- 
: fikancia szinten, hogy a vitamin kiegészítést kapott patkányok hathetes 
: korukban nagyobb tömegűek-e, mint azok, amelyek csak szokásos étren- 
: det kaptak? 


Megoldás. Jelöljük €-vel a vitaminokkal kiegészített étrendű és n-val a 
szokásos étrendű patkányok súlygyatapodását jellemző valószínűségi vál- 
tozót. A null-hipotézis: Hg — Ím —ma 2 mg), ahol mg —0, azaz a É 
valószínűségi váltózó vátható értéke nagyobb, mint az n-é. 

ő —1 szótását nem ismerjük, de a minta elemszáma nagy, így azt a 
mintából számított szórással becsüljük. A próba statisztika így 


m — ma — mo 


gas Sas , §.A 


nj tn — 2 nm n? 


ú — 











helyettesítési értéke pedig 


89.6—83,5—-0 


(64—1)-(12,96)? --(86—D-(11407 1 , 1 
64--36—2 64 36 





z 23558. 
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Egyoldali próbát alkalmazunk, £—1—0,95 — 0,05 és az elfogadási tarto- 
mány (u; Tt c0) - (40.05 , 00) alakú. U0 05 értékét a Dluogos ) - 0,05 


feltételből határozzuk meg, azaz ug 05 — p7! (0,05) — —1,6448 lesz. 


Az MS Excel használata esetén ug 05 éttékét az 


- INVERZ.STNORM(0,05) 


kifejezés kiértékelésével kaphatjuk meg. 
Mivel ű — 23558 e (—1,6448; -- 00) — (ug.o5. 00) ezért a null-hipotézist 


elfogadjuk, azaz a vitaminokkal kiegészített éttendű patkányok súlygyara- 
podása átlagosan nagyobb, mint a szokásos éttendűeké. 


Ha a kétféle táplálást ugyanazokon a patkányokon végezték volna el (más, 
azonos hosszúságú időszakokban), akkor ún. önkontrolos vizsgálatot vé- 
gezhetnénk. A null-hipotézis az lenne, hogy a kétféle diéta hatására történt 
súlygyatapodás különbsége 0, melyet egymintás w-próbával ellenőrizhet- 
nénk. 


: 3. példa. (Egymintás £-próba.) Egy véletlenszetűen vett, nyolc nőtől szár- 


mazó minta koleszterin szintjei mmol/1-ben a következők: 








5] 





2.8 





1,5 





SZ 





24 





TON 





1.6 








Feltéve, hogy a koleszterin szint normális eloszlást követ, 9890-os szigni- 
fikancia szinten igaz-e, hogy a minta 3,1 mmol/l kolesztetinátlagú népes- 


: ségtől származik? 


Megoldás. A null-hipotézis: Hg — ím - mg) azaz a kolesztetin szintet 


) 
leíró ismeretlen € valószínűségi változó m vátható értéke mg — 3.1 . 

Az alkalmazott Student-eloszlás szabadságfoka n—1— 7 . A próba statisz- 
tika: 


A 


A m 


t(n-1) ák 


n 


őn 
aa 


4. 


helyettesítési értéke pedig 
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pun 22875—34 
(070 712014 


8 


Az MS Excel használata esetén tg értékét az 


z -3,2276 . 


- ÁTLAG(3,1;2,8;1,5;1,7;2,4;1,953,3;1,6) , 


$g értékét a 


- SZÓRÁS(3,1;2,8;1,5;1,7;2,4:1,953,3;1,6) 


kifejezés kiértékelésével számíthatjuk ki. 


4 151 b 


Kétoldali próbát alkalmazunk, £—1—0,98 — 0,02 és az elfogadási tarto- 


mány (te/2,t1-e2 )— (to,o1: to,99 ) alakú. 


A k szabadságfokú Student-eloszlás esetén az eloszlásfüggvény helyett 


általában az 


T,(x)— P(Iel- x)-2—2-T(x) 


(x € (0,-00)) 


függvényt adják meg, ahol 7; -val a Student-eloszlás eloszlásfüggvényét 
jelöltük. Az MS Excel-ben a T.ELOSZLÁS név alatt is ezt a függvényt 
találjuk és az INVERZ.T függvény ennek invetzét jelöli. A Tk, függvény 


felhasználásával 7 értékeit a 


2-Tp(x) 
fljei a : 
1—-T,(— x), ha 


képlettel határozhatjuk meg. 


Tk invetzének felhasználásával 7, inverzét a 


("2-2 p), 


nú 


My pe 


formulával számíthatjuk ki. 


ha pz2z 


a 


 ] É 


ha pc 
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Az MS Excel használata esetén tg 99 — 2,9979 , amit az 
- INVERZ.T(2-2r0,99;7) 


kifejezés kiértékelésével kapunk. A Student-eloszlás szimmetriája miatt 
ter2 —1—t1 e/2 és így too1 — —2.9979. 


Mivel f(7) — —3.22769 z (- 29979; 29979) - (to 01, 099) ezért a null- 


hipotézisünket elvetjük, azaz a minta nem 3,1 koleszterin átlagú népesség- 
től származik. 


: 4. példa. (Kétmintás t-próba.) A füstgáz por tartalmát vizsgálták két szi- 
: lárd fűtőanyaggal működő kazán típus esetén. B célból tizenhátom A és 
: kilenc B típusú kazánt vizsgáltak meg megegyező tüzelési feltételek mel- 
I lett. A vizsgálati periódus után a kéményekbe helyezett porcsapdákta a 22 
: kazán esetén az alábbi mennyiségű por rakódott le (gramnmban mérve). 





A típus — [7351 564 (82,1 167,2 [78,7 175,1 148,0 53,3 5555 
61,5 160,6 155.2 1631 
Btípus — ]53,0 893 55.8 588 412 166,6 46,0 564 589 















































; Feltéve, hogy a por letakódása normális eloszlást követ és a minták szórá- 
: sa megegyezik, 9590-os szignifikancia szinten vizsgáljuk meg, hogy van-e 
: lényeges különbség a porlerakódás mértékében a két kazán típus esetében. 
: Ha van, akkor melyiknek nagyobb a potkibocsátása? 


Megoldás. Jelöljük €-vel az A típusú, és n-val a B típusú kazánok potki- 
bocsátását jellemző valószínűségi változót. 
a) A null-hipotézis: Hg — ím —m, — mg je ahol mg —0,azazaf ésazn 


valószínűségi váltózó vátható értéke megegyezik. 


Az alkalmazott Student-eloszlás szabadságfoka m 4 na —2 — 20. 
A ptóba statisztika 











A mt my —m, —mg 
[nna -2) n2 n2 
(ny —1)-$f --(n2 —1)-$2 1 j.A 
m tn, —2 ni n2 
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helyettesítési értéke pedig 











Üsse, 63,8308 — 528889 —0 tj tő 
(20) [EME MIZÉT EZKIKONEBE VB ,1 jő 
20 13 9 


Kétoldali próbát alkalmazunk, £—1—0,95 — 0,05 és az elfogadási tarto- 
mány [t £/211-e/2 J-(to.025:t0,975 ) alakú. 
Az MS Excel használata esetén tg 975 — 2,0860 , amit az 


- INVERZ. T(2 - 2 0,975:20) 


kifejezés kiértékelésével kapunk. A Student-eloszlás szimmetriája miatt 
te/2-1—t a/2 és így to 025 ——2.0860 . 
Mivel (20) — 25203 2 (- 20860, 20860) — (to 025, 0.975) ezért a null- 
hipotézisünket elvetjük, azaz lényeges különbség van a két kazán típus 
potkibocsátása között! 
A próba függvény értéke pozitív volt és az előző esetben azt kaptuk, hogy 
jelentős különbség van a két kazántípus potrkibocsátása között. Emiatt 
most ugyanezen a szignifikancia szinten a következő null-hipotézist vizs- 
gáljuk meg: 
b) A null-hipotézis: Hg — ím —ma 2 mg), ahol mg — 0, azaz a € való- 
színűségi váltózó vátható értéke nagyobb, mint az n valószínűségi váltó- 
zóé. 
Egyoldali próbát alkalmazunk, £—1—0,95 — 0,05 és az elfogadási tarto- 
mány (ta st c0) - (to05 , 400 ) alakú. 
Az MS Excel használata esetén tg 95 — 1,7248 , amit az 

- INVERZ.T(2-2 x 0,95;20) 
kifejezés kiértékelésével kapunk. A Student-eloszlás szimmetriája miatt 


1005 ——[095 — —],7248 lesz. 


Mivel f(20) — 25203 e (-1,7248, — 00) — (to,5,-00) ezért a null-hipotézi- 


sünket elfogadjuk, azaz az A típusú kazán lényegesen több port bocsát ki. 
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A kétmintás 1-próba az MS Excel 
T.PRÓBA (tömbi;tömb2;oldal;típus ) 


függvényének felhasználásával egyszerűbben is elvégezhető. A /öb7 és a 
tömb2 paraméterek a mintákat tattalmazó cella-tarttományok. Az oldal pa- 
taméter értéke 1, ha egyoldali és 2, ha kétoldali a próbát végzünk. A /pus 
paraméter értéke 2, ha feltesszük a szótások megegyezését és 3 ha nem 
(Welch-féle statisztika). A függvény valószínűség értéket ad eredményül. 


Ha az A típusú kazánhoz tartozó mintaértékeket az AI:M1 cella- 
tartományba, a B típusú kazánhoz tattozó mintaértékeket pedig az A2:12 
cella-tarttományba írjuk, akkor az előző példa a) esetében a függvényt 


- T.PRÓBA(A1: MI; A2 : I2:2:2) 
módon kiértékelve a 20 szabadságfokú Student — eloszláshoz tartozó 
PÁJEl 2 [fool )- 00203 
valószínűséget kapjuk eredményül, míg a b) esetben 
- T.PRÓBA(A1: MI; A2 : 12; 152) 
módon kiértékelve a 20 szabadságfokú Student — eloszláshoz tartozó 
P(z 2 foo) )— 001016 


valószínűség lesz az etedmény. 


Kétoldali próba esetén a null-hipotézis elfogadásához elegendő azt ellen- 
őriznünk, hogy a kapott valószínűség érték nagyobb-e, mint az adott 
szignifikancia szinthez tartozó mt Az előző példa a) esetében . 0,025 
és mivel 0,0203 c 0,025 ezért elutasítjuk a null-hipotézist, mint azt a kézi 


számolás esetén is tettük. 


Egyoldali próba esetében a null-hipotézis elfogadása egy kicsit bonyolul- 
tabb. A (t, 00) esetben a próbát csak akkor kell elvégezni, ha a próba 


statisztika értéke negatív, a (- co tag) esetben pedig amikor pozitív, mi- 
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vel az ellenkező esetekben a null-hipotézis automatikusan teljesül. A pró- 
ba statisztika előjelének meghatározásakor csak a számláló előjelet kell 
meghatároznunk, amit az MS Excel márt ismettetett ÁTLAG függvényé- 
nek alkalmazásával számíthatunk ki a legegyszerűbben. Amennyiben a 
próbát alkalmaznunk kell, akkor ha a kapott valószínűség érték nagyobb 
mint az adott €, akkor a null-hipotézist elfogadjuk, ellenkező esetben pe- 
dig elvetjük. 


: 5. példa. (F-ptóba.) Vizsgáljuk meg 9590-os szignifikancia szinten, hogy 
, az előző példa esetében jogos volt-e a szórások egyezésére vonatkozó 
: feltevésünk! 


Megoldás. A null-hipotézis: Hg — hez - Jé ahol, azaz a € és n valószí- 
02 

nűségi változó szórása megegyezik. 

A próbát általában csak ezzel a null-hipotézissel alkalmazzuk! 

Az alkalmazott F-eloszlás szabadságfoka (mm —],n2 — 2) - (12,8). 


A próba statisztika 


52 
A 51 
FH -n-) Ez 
§2 
helyettesítési értéke pedig 
A 113,0123 
F(128) -—  — — s 13939 3 


81,07861 


A próba leírásánál már említettük, hogy ha a próba statisztika értéke 1-nél 
52 


A § 
kisebb, azaz F(n—1,n2—1) sej a 1, akkor helyette az 
§2 
a 53 
F(n.- mA kj 51 statisztikát kell alkalmaznunk, mert általában csak 
51 


olyan táblázatokat adnak meg, amelyekben csak az F eloszlás 1-nél na- 
gyobb értékeihez tartozó valószínűségek szetepelnek. 
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Az F-ptóba esetén mindig csak (- 00; F.,) elfogadási tattományú 
egyoldali próbát használunk. Mivel az F-eloszlás csak a (0,--c0) interval- 
lumon vesz fel pozitív értékeket, ezért ez itt (0 B FF) alakúra egyszetűsö- 
dik. A jelen £—1—095-0,05 esetben az elfogadási tartomány így 
(0, Fe ) ezi (o, Fog5 ) alakú lesz. 

A (k ,l ) szabadságfokú F-eloszlás estén az eloszlásfüggvény helyett általá- 


ban az 


Ft) - P(E 5 x) -1- Fr), XE (0,--00) 


függvényt adják meg, ahol F(xj) -lel az F-eloszlás eloszlásfüggvényét jelöl- 


tük. Az MS Excelben az F.ELOSZLÁS név alatt is ezt a függvényt találjuk 
és az INVERZ.F függvény ennek invetzét jelöli. 
Az MS Excel használata esetén Fgg5 — 3,2839 , amit az 


- INVERZ.F(1- 0,95;12;8) 
kifejezés kiértékelésével kapunk. 
Mivel Ff2.g) — 13939 e (032839) - (0; F 0.95) ezért a null-hipotézi- 
sünket elfogadjuk, azaz a valószínűségi változók szórása megegyezik. 


Az F-próba az MS Excel 
F.PRÓBA(tömbi;tömb2) 


függvényének felhasználásával egyszerűbben is elvégezhető. A /övb] és a 
tömb2 patamétetek a mintákat tattalmazó cella-tattományok. A függvény 
egy valószínűségértéket ad etedményül. 

Ha az A típusú kazánhoz tattozó mintaértéket az AI:M1 cella- 
tartományba, a B típusú kazánhoz tartozó mintaértékeket pedig az A2:I2 
cella-tattományba írjuk, akkor az előző példa esetében a függvényt 


- F.PRÓBA(AI : MI; A2 : 12) 


módon kiértékelve a (128) szabadságfokú F-eloszláshoz tartozó 
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2.P(E - Ég) )- 06516 


valószínűséget kapjuk eredményül. 
ME 
Az F (m-m-) — IT ax 1 esetet az F. PROBA automatikusan lekezeli. 
,a 

Az F.PRÓBA alkalmazása esetén a null-hipotézis elfogadásához csak azt 
kell ellenőriznünk, hogy a kapott valószínűség érték nagyobb-e mint az 
adott szignifikancia szinthez tartozó € érték kétszerese. Az előző példa 
esetén €—0,05 és mivel 0,6516 5 2:-0,05— 0.1 ezért elfogadjuk a null- 


hipotézist, mint azt a kézi számolás esetén is tettük. 


3.7. Nemparaméteres próbák 
Ezekben az esetekben a hipotéziseink nem a pataméterekre vonatkoznak. 
Az alábbiakban a három fő nemparaméteres próba típus (illeszkedésvizs- 
gálat, homogenitásvizsgálat, függetlenségvizsgálat) 4? -eloszláson alapuló 
próbáit ismettetjük. Mivel a próbák aszimptotikus közelítéseken alapulnak, 
ezért csak nagy elemszámú minták esetén vezetnek megbízható következ- 
tetéshez. 

Illeszkedésvizsgálatnak nevezzük azokat a statisztikai próbákat, 
amelyek alapján arról döntünk, hogy valamely € valószínűségi változó el- 
oszlása lehet-e egy adott Fg eloszlásfüggvénnyel jellemzett eloszlás. 


3.7.1. Illeszkedésvizsgálat X" -próbával 


Alkalmazása: A 
— ENE Ig Sa S sos ZA f Sz S me0 


osztópontokkal alkalmas r csopott (intervallum) kijelölésével annak eldön- 
tése, hogy egy ismeretlen eloszlású € valószínűségi váltózó eloszlása lehet- 
e egy adott Fg eloszlásfüggvénnyel jellemzett eloszlás. 
A ptróbastatisztika: 
2 
2 (éz 


MTE SZT Tk 
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ahol r a csoportok száma, n a minta elemszáma, p; — Fo (ax; 5 Fo (x;1) 


a P(x;-1 EGÉR x;) valószínűség feltételezett értéke, és Ul; az [x;1 xi ) 


8 
intervallumba eső mintaelemek száma, tehát 2.U; — n. 
i-1 


FEloszlása: s) közel (r—1) szabadságfokú x -eloszlású valószínűségi 
változó. 
A próba esetén a feltételezett és a mintából számolt relatív gyakoriságok- 


kal becsült tényleges valószínűségek eltérését az osztópontok által megha- 
tározott 


A; - Ír; SE cx) G—1,...,r) 


teljes eseménytendszet esetén vizsgáljuk. 


Definíciójukból következően H;-k binomiális eloszlású (de nem függet- 


len) valószínűségi változók, és megmutatható, hogy ha a mintaelemek n 


száma nagy, akkor a 7 1) próbastatisztika közel (r—1) szabadságfokú 


re 


xv -eloszlású. A próba alkalmazásakor az n elemszámának legalább olyan 
nagynak kell lennie, hogy az n: p; 510 feltétel teljesüljön. Megjegyezzük, 


hogy ez a feltétel olykor a cellák " számának csökkentésével is elérhető. 


Ha a p; valószínűségek meghatározásakor mintából becsült ismeretlen 
paramétereket is felhasználunk, akkor becsléses illeszkedésvizsgálatról 
beszélünk. A próba szabadságfoka ekkor (r —1) és a becsült pataméterek 
számának különbsége lesz. 

Homogenitásvizsgálatnak nevezzük azokat a statisztikai próbákat, ame- 
lyek alapján arról döntünk, hogy két valószínűségi változó, € és Tr egyfor- 
ma eloszlású-e vagy sem. 
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3.7.2. Homogenitásvizsgálat xv -próbával 
Alkalmazása: A 
se9S ag) Sá acs Sic] Sá; S Te 


osztópontokkal alkalmas r csopott (intervallum) kijelölésével annak eldön- 
tése, hogy két ismetetlen eloszlású € és n valószínűségi változó egyforma 
eloszlású-e vagy sem. 





A ptróbastatisztika: 
2 
A Tim n TS Mm: Ve 
fa) KEYES u; ;) 8 
i-L Hi tVi i—1 HA; TV; 
m-n 


ahol r a csoportok száma, m a €-re és n az n-ra vonatkozó minta elem- 
száma, Uj a €-re és v; az n-ta vonatkozó minta Esso )) intervallumba 


E ő : jó 
eső mintaelemeinek száma: nyilván 2u4;—m,és Xv;—n. 
071] vs] 


FEloszlása: MOSD közel (r—1) szabadságfokú x -eloszlású valószínűségi 
változó. 


A próba estén a mintából számolt relatív gyakoriságokkal becsült tényleges 
valószínűségek eltérését, az osztópontok által meghatározott 


A; — (xii SÉG xy) (i 51 ost?) és B; — (x;.A Snc x;) (i Sí sogt?), 
teljes eseményrendszetek esetén vizsgáljuk. 
A statisztikai függvényben szereplő et relatív gyakoriság a P(A; ), a 
m 


v . 
e. pedig a P(B;) (i si sdag r) valószínűség mintából történő becslése. 
n 
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Függetlenségvizsgálatnak nevezzük azokat a statisztikai próbákat, ame- 
lyek alapján arról döntünk, hogy két valószínűségi változó, € és n függet- 
len-e vagy sem. 


3.7.3. Függetlenségvizsgálat xv -próbával 
Alkalmazása: Az X tengelyen felvett 

—e9Z ag) Sa Zao Za 997 S 
és az Y tengely felvett 

MODSYg YI Yep YT 


osztópontokkal az XY síkon alkalmas r-:s csoport (téglalap) kijelölésével 
annak eldöntése, hogy két ismeretlen eloszlású € és n valószínűségi válto- 
zó független-e vagy sem. 


A próbastatisztika: 
2 
Mix" Haj 
Mij 
2 Fr as n 


X — 3 ; 
K r—1)(s—1) i— j—I Uj xx "Haj 





n 


ahol r:s a csoportok száma, n a (én) -ra vonatkozó minta elemszáma, 


S 
Hij az [Xi XX ie) téglalapba,  Hjx— 2 Hij o az 
j-I 


§ 
br, xz) x[yo, 75) sávba, Hej — 2 ujj pedig az [606 een] 


1-1 
T Ay 
sávba eső mintaelemek száma, azaz 2. 2 Hj —n. 
i—1 j—I 


r-1 


Eloszlása: í( HEH közel (r—1)-(s—1) szabadságfokú x -eloszlású 


valószínűségi változó. 
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Ha € és n független valószínűségi változók, akkor 
P(A-B)- P(A)- P(B) 
tetszőleges 
A-fxSécxrAx) és B-fÍysna y4Ayl 


események esetén. A próba alkalmazásakor ezen egyenlőségek teljesülését 
csak a megadott osztópontok által meghatározott 


A; - BEI SE 2x] (i A 1 oszi?) B; - j-I $£nca yjj (j 51.85) 
teljes eseménytendszerek esetén vizsgáljuk, az egyes valószínűségek relatív 
gyakoriságokkal való közelítését alkalmazva. Tehát csak a 

BAB JP) RB) 
egyenlőségek teljesülését ellenőrizzük. Az egyes valószínűségek helyett 


pedig azok 


PlaBj) P(Ag)J zs P( B) 5; 


Haj 


a telatív gyakoriságokkal való közelítésével számolunk. 


Ha a próbát alkalmazva a valószínűségi változók függetlenségére vonatko- 
zó null-hipotézisünket el kell vetni, akkor a függőségük mértékét a követ- 
kező fejezetben ismertetésre kerülő korreláció- és regresszió analízissel 
vizsgálhatjuk. 
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Megoldás. A null-hipotézis: Hg — (a megfigyelt és az elméleti gyakorisá- 
gok nem különböznek lényegesen; . A rózsaszint 1-gyel, a fehéret 2-vel, és 
a kéket 3-mal számozva a virág színenkénti eloszlását jellemző diszkrét €- 
val valószínűségi változó lehetséges értékei: 


£€-1,  haavirágrószaszín, 
€-2, haavirágkék, 
€-3, haavirágfehér. 


Az elméleti (feltételezett) Fg eloszlásfüggvénye pedig a megadott 3:2:5 


színeloszlási arány alapján 
0,  haxci, 
ez halcS x c 2, 
—, ha2lsSxc3, 
], ha 3 £ x. 
Ennek megfelelően az 
xo—1 xj—2,x2 —3,x3—4 
osztópontokkal az 
(1, 2), 2. 3), B. 4) 
r - 3 csopott (intervallum) kijelölésével az 
Aj sÜStc2) Az efs ét e3páp sc BEtc4 


teljes eseményrendszett kapjuk. 
Az A; (i -—]1,2, 3) események feltételezett p, valószínűségei 


3 
Pi — Fol2)-Fol-o-mge 


2 
D2 — F8-p0- 


5 
D3 - Folt) Fo 
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az n -100 elemű mintából kapott gyakoriságértékek pedig 
u — 24, u? —14, 13 — 62. 


A színeket önkényesen számoztuk meg, bármilyen más számozásuk is jó 
lett volna. Arra azonban figyelni kell, hogy az elméleti eloszlásfüggvényt és 
az xy; osztópontokat a számozással összhangban írjuk fel! 


Az alkalmazott xv -eloszlás szabadságfoka r—1— 2. 


A próbastatisztika 
2 
2 pa Únperéb;]) 


Mr) nep; 


, 


helyettesítési értéke pedig 


2 2 2 
24-100.2 14100.) [62-10-55 ) 
2 10 új; 10 4 10 


Xg) 
hú 100. 10. Í00.2 
10 10 10 





— 5, 88. 
xv -próba esetében mindig csak (- 00, xi ) elfogadási tattományú egy- 
—e 


oldali próbát alkalmazunk: mivel a x -eloszlás csak a (0,--c0) intervallu- 
mon vesz fel pozitív értékeket ezért ez itt (0.4? ) alakúta egyszerűsö- 
1—e 


dik. A jelen £—-1—098-0,02 esetben az elfogadási tattomány így 


2 2 z 
-]0 alakú. 
(0x2) ( ma sa 


A k szabadságfokú x -eloszlás esetén az eloszlásfüggvény helyett általá- 


ban a 


Xx(2)-P(E5 x)-1-xi() (x c (0,-00)) 


függvényt adják meg, ahol XA -val a x -eloszlás eloszlásfüggvényét jelöl- 
tük. Az MS Excel-ben KHLELOSZLÁS név alatt is ezt a függvényt talál- 
juk és a: INVERZ.KHI függvény ennek invetzét jelöli. 
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Az MS Excel használata esetén x6 98 7 7,824 , amit az 


- INVERZ.KHKI - 0,98;2) 
kifejezés kiértékelésével kapunk. 
Mivel Át) — 5.88 c (0, 7,824) - b, xö98) ezért a null-hipotézisünket el- 


fogadjuk, azaz az elméleti és a megfigyelt gyakoriságok nem különböznek 
jelentősen. 


: 2. példa. (Homogenitásvizsgálat.) A Tisza Szegednél mért évi maximális 
: vízállásaira 1876—1925 és 1926—1975 között a következő eredményeket 
:, kapták. 
































Maximális vízállás ! Gyakoriság Gyakortiság 

méterben 1876—1925 1926—1975 

(V) között között 
(u) (v,) 

Vo5 5 10 

5SSVc6 ml! 11 

6SVca7 65 13 

7S£V c8 13 10 

8SV 8 6 

Összesen m - 50 n7 50 

















I Vizsgáljuk meg 9590-os szignifikancia szinten, hogy a Tisza Szegednél 
; mért évi maximális vízállásai ugyanazt az eloszlást követték-e 1876—1925, 
: mint 1926—1975 között! 


Megoldás. A null-hipotézis: Hg — (ta Tisza Szegednél mért évi vízállás 
maximumai ugyanazt az eloszlást követték 1876—1925, mint 1926—1975 
között.) 

Az 1876-1925 közötti években mért maximális vízállásokat jellemző 
valószínűségi változót jelöljük €-vel, az 1926—1975 közöttit pedig n-val. 
Az adott gyakoriság táblázatnak megfelelően az 


Xg — —00, XI - 5, x2 7 6, x3 ST; X4 -8,Xx5 700 
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osztópontokkal a 
(- co, 5), (5, 6 ), (6, 7),[7. 8), ÍB, 0) 
r-5 csoport (intetvallum) kijelölésével az 
Ap -t-ooSé 5), Az - 528 c 6) Az -l65S€c7), 
A4-ÍTSEc8) A; —f8SE co) 
és a 
Bp -f-oosnc5) B. -bcnc6) Bz-fő6snc7), 
B,-(72nc8), Bs -BSncol 
teljes eseménytendszeteket kapjuk. 
A magadott Fi értékek a P(A; ), a 21 értékek a P(B; ) valószínűségek 
m n 
közelítései (i —1, 2, 3,4, 5). 


Az alkalmazott x -eloszlás szabadságfoka r—1— 4. 
A próbastatisztika 


Hiv 
m n 1 r (n-up—mev;) 


A Lá 
Kay 2 7 2; ú 
(r 1) i-1 Hi TV; m:n;-1 u; TV; 





helyettesítési értéke pedig 

















(50-5—50-10)7 (50-11—50-11)7 
15 94 
ESA MEN (50.-13—50-13)2 
(4) 50.50 " 97 ji 
, (50-13— 50-10)" , 60-8—50-6)" 
23 14 
z 23437. 
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4" -próba esetében mindig csak (- 00, xi ) elfogadási tattományú egy- 
—e 
oldali próbát alkalmazunk: mivel a 4? -eloszlás csak a (0,--0) intervallu- 
mon vesz fel pozitív értékeket ezért ez itt (0.4? ) alakúra egyszerűsö- 
gai .i 


dik. A jelen £—1—0,95-0,05 esetben az elfogadási tattomány így 
2 2 , 
0, -]0, alakú. 
[ 2 ) ( 145) Es 
Az MS Excel használata esetén 46 95 -79.4877 , amit a 


- INVERZ.KHKI1 - 0,95:4) 
kifejezés kiértékelésével kapunk. 
Mivel £4) — 23437 c (0, 94877) - b, ús) ezért a null-hipotézisün- 


ket elfogadjuk, azaz az vízállás maximumai ugyanazt az eloszlást követték 
1876—1925 között, mint 1926—1975 között. 





Megoldás. A null-hipotézis: Hg — fa szemszín és a bőr napon való le- 


égésre való érzékenysége között nincs összefüggés). 
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A kéket 1-gyel, a batnát 2-vel, és a szütkés zöldet 3-mal számozva, a 
szemszínt jellemző diszkrét, €-val jelölt valószínűségi változó lehetséges 
értékei: 


ha aszemszín kék, 


II 


], 
2, haaszemszin barna, 
3, 


anál! ay! av 
II 


ha aszemszín szürkés zöld. 
Ennek megfelelően az 
XxXo szd; XI z 2, x2 — 3, x3 -4 


osztópontokkal az 
12), L., 3), B. 4) 
r — 3 csopott (intervallum) kijelölésével az 
Aa S ISt 22) Az sze c3hássBszed 

teljes eseményrendszett kapjuk. 
A nagyot 1-gyel, a közepest 2-vel, és az alacsonyt 3-mal számozva, a bőt- 
érzékenységet mértékét jellemző diszkrét, n-val jelölt valószínűségi válto- 
zó lehetséges értékei: 

n-1, hamagas, 

n-2, haközepes, 


n-3, haalacsony. 
Ennek megfelelően az 
yo ly 2 ya 53 yz 4 
osztópontokkal az 
1, 2), LD. 3), B. 4) 
s — 3 csopott (intervallum) kijelölésével a 


Bj-fisnc2) B. -RPsnc3)Bz-Bscnc4 


teljes eseménytendszett kapjuk. 
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A P(A; :B j ), P(A;) és a P(B; ) valószínűségekkel kapcsolatos gyakori- 
ság közelítések a minta alapján (i - 1,2,3; j —l, 2,3): 






































B, B, B, 
A, VII -19 V.ő sS217 V13 —4 VIze — 50 
A, V21 si V22 -13 V23 -16 V2:x — 30 
A; V31 S27 V32 — 48 V33 s25 V3a -100 

















Az P(A; ) PÍB j) valószínűségekkel kapcsolatos gyakoriság közelítések a 
P(A; ) -vel és a PÍB j )-vd kapcsolatos gyakotiság közelítések felhasználá- 


sával (1 —1,2,3; j—1,2,3): 


















































B, B, B, 
Vix" Val VIx"V42 VI" V.3 
A, n n n Vis 550 
— 50-47 — ) 50-88  ] 50.45 
— 180 (180 7] 180 
V2x "Val V2x"V42 V2x"Va3 
A, n n n vas 530 
— 30-47 — ) 30.88  ] 30.45 
— 180] 180] 180 
V34 " V:1] V3x " V52 V3x" V53 
A; n n n V3x 5100 
— 100-47  ) 100-88 ]) 100.45 
— 180 (180 — 180 
Ve 547 V,2 88 V,3 -45 














Az alkalmazott x -eloszlás szabadságfoka (r — 1) : (s úg 1) -4. 
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A próbastatisztika 





helyettesítési értéke pedig 


2 2 
ja. 90687 a-t) 
2 180 180 


ka sg TT 50-88 





180 180 


2 2 2 
4. 50-45 ().30-4TY (15. 30-88 
180 180 180 


50-45 30 47" 30-88 
180 180 180 180 


2 2 2 
162 30-45Y (07.100-47Y  (g.100-88 
180 ) 180) 180 
30.45 100-47 100 -88 


180 180 180 
25 100-45 

180 
100: 45 

180 




















) 
z 24,6082 








xi -próba esetén mindig csak (- 00, X, ; ) elfogadási tattományú egy- 
1- 


e 


oldali próbát alkalmazunk. Mivel a xv -eloszlás csak a (0,--00) intervallu- 


mon vesz fel pozitív értékeket, ezért ez itt [0.3 ) alakúra egyszetűsö- 
1—e 
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dik. A jelen £—1—095-0,05 esetben az elfogadási tattomány így 


2 2 ; 
z lakú. 
(o .) [x2) EZÉS 


Az MS Excel használata esetén xő 95 -9.4877 , amit az 


- INVERZ.KHKI - 0,95:4) 
kifejezés kiértékelésével kapunk. 
Mivel kg — 246082 £ (0, 9,4877) — 0, xős5) ezért a null-hipotézisün- 


ket elutasítjuk, azaz a szemszín és a bőr napon való leégésre való érzé- 
kenysége között jelentős (szignifikáns) összefüggés van 


A függetlenségvizsgálat az MS Excel 
KHI.PRÓBA(tömbi;tömb2 ) 


függvényének felhasználásával egyszerűbben is elvégezhető, ahol a zöb]7 a 


His Haj 


Hi , a zönb2 pedig a értékeket tattalmazó cella-tattományok. A 


függvény egy valószínűségéttéket ad eredményül. 


Ha az előző feladat 4 értékeit az Al:C3  cella-tattományba, a 


u; "u . 
SEL értékeit pedig az D1I:F3 cella-tartományba írjuk, akkor a 
n 
függvényt 
- KHI.PRÓBA(A1 : C3;D1: F3) 


módon kiértékelve a 4 szabadságfokú x -eloszláshoz tartozó 
plz: 4 ) 000006 


valószínűséget kapjuk eredményül. 

Az KHI.PRÓBAalkalmazása esetén a null-hipotézis elfogadásához csak 
azt kell ellenőriznünk, hogy a kapott valószínűség érték nagyobb-e, mint 
az adott szignifikancia szinthez tartozó £ érték. Az előző példa esetén 
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£-0,05 és mivel 0,00006 ca 0,05, ezért null-hipotézist elutasítjuk, mint 
azt a kézi számolás esetén is tettük. 


3.8. Korreláció- és regresszió elemzés 

A gyakotlatban egy (én) valószínűségi változó pár együttes eloszlását 
tendszerint nem ismerjük, a korrelációs együtthatót és a másodfajú reg- 
tessziós függvényeket ezért nem tudjuk kiszámítani. Egy, a (én) párra 
vonatkozó, (XI y1 ), (xo, y2 )..... (Xn yn) két-dimenziós mintából (pont- 


halmazból) kiindulva csak e mennyiségek közelítő értékeit (becsléseit) tud- 
juk meghatározni. 

A két valószínűségi változó közötti esetleges lineáris jellegű kapcsolat 
erősségét jól jellemező kottelációs együtthatót értékét az alábbi tapasztalati 
(empirikus) korrelációs együtthatóval közelítjük. 


Definíció. Legyen (€1,n1),(£2,n2 ),... (Én. nn) a (én) valószínűségi 
vektotrváltozóból vett /-elemű minta. A € és n valószínűségi változók 
tapasztalati (empirikus) korrelációs együtthatóján a 


3, ső CT rez 
Hz sztem 


ln 1 2 1 2 
E tom ]-(- És 6 1] 
N ;-1 út JA űz 3-1 
22 
1 2 1 2 1 2 1 2 
s 2-[4.8i) 1 n-deÉne) 
N j-1 N ;-1 n ;-1 N ;-1 


hányadost értjük. 








2)/2 


Az empitikus korrelációs együttható a kotrelációs együtthatóhoz hasonló 
tulajdonságokkal rendelkezik: 


3.8.1. tétel. A € és n valószínűségi változók f, empirikus korrelációs 
együtthatójának tulajdonságai: 


1. Értéke mindig —1 és 1 közé esik, azaz 
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2. Ha € és n függetlenek, akkor 
Tn E, n) -0. 


Vissza 


4 172b 


3. Ha a két valószínűségi változó között lineáris kapcsolat áll fenn, azaz, 


n-a:€£-b, ahol a 7 0, akkor 


7 (én) 1, ha a 50 ,és 7, (£,n)——1, ha a 0. 


Ha a (én) párra vonatkozó konkrét (XI. 91 ), (x2,y2 ),....(xn.yn) két- 


dimenziós minta (ponthalmaz) a € és az n valószínűségi változók közötti 
lineáris összefüggésre utal, akkor azt az egyenest keressük, ami a legkisebb 
négyzetek elve alapján a legjobban illeszkedik a megadott (x , y; ) 


(i -], 2,...,n) pontokhoz. Igy a valószínűségszámítási részben ismerte- 


tett, n-nak a £-re vonatkozó regressziós egyenesének egy közelítését (becs- 


lését) kapjuk. 





ő és 17 közötti lineáris jellegű kapcsolat 


Feladatunk a következő: Keressük azt az 
y-a:xxb 
egyenest, amelyre az 


TÓK ÁASRÉGE bp) 


S(a,b) 


"Ms 


II 


Z 


függvény minimális lesz. 
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Vissza 
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A feladatot a kétdimenziós függvényekre vonatkozó szélsőérték-szá- 


mítási módszerekkel oldjuk meg. 


suk meg, hogy mely éttékektre lesznek ezek zérusok. 
- 0, 


Írjuk fel S(a,b)-nek az a és a b szerinti patciális deriváltjait, és állapít- 


(yi — (a : x; 4b))- ax; 


D1s 


e. 
II 
fs 


ögS(a,b)——2 : 
sala Asz vki ee 


i-] 


Ebből átrendezéssel adódnak az úgynevezett notmálegyenletek: 
n 
DI. 














n 94 n n n 
a: yxj tb: Xxp— Xx;"yj, a: Xx;tb:n- 
i-1 i-1 i-] i-1 i-] 
Ezek megoldása 
a — (en). 20, 3 - ént (e 0) De (E) 
őn(é ön(é 
alakba írható. 
Így a keresett egyenes egyenlete 
y-a:xrb- 
- inlem ezert [door (én El tn) ) 
őn) 66) 
Hogy ez a függvény valóban a kívánt minimum tulajdonsággal rendelkezik 
az a 
o3S(a,b)  0pögS(a,b) 
öpöaS(a,b) — O£S(a,b) 


Hesse-máttix pozitív definitségéből következik, amit az ő58 (a, b)-250 
és 02 S(a,b) : 095(a,b) — (0pogS(a,b) —4. 62 (E) 5 0 egyenlőtlenségek 


igazolnak. 
4 173 b 


Vissza 
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A gyakotlatban az (ze y;) (i s 1,2,...,n) ponthalmaz alakjától függően, 
az y—-a:xrtb lineáris közelítésen kívül a € és az n valószínűségi válto- 


zók közötti összefüggés közelítésére az alábbi nemlineáris közelítések is 














szokásosak: 
y—-a: 56 MED e (másodfokú kapcsolat) 
a (hipetbolikus kapcsolat) 
y sz 
x-rb 
y-a: ep: (exponenciális kapcsolat) 














Ezeken kívül más, bonyolultabb függvények is használatosak. 


Némelyik kapcsolatot könnyen visszavezethető lineárisra. Exponenciális 
kapcsolat esetén például 


In(y)—- b -x--1n(a), 


ami azt mutatja, hogy X és In(y) között lineáris a kapcsolat, és az 
(x;  In(y; ) (i szd; 2,...,n) transzformált ponthalmaztra így lineáris reg- 


ressziós közelítést alkalmazhatunk. 


1. példa. Azt tapasztalták, hogy az import értékének növekedésével az 
: impottanyagok fuvatköltsége lineárisan növekszik. Hét egymást követő év 
: adatait a következő táblázat mutatja. Határozzuk meg az adatokat négyze- 
: tesen legjobban közelítő y — a:x--b egyenest! 


Az impott értéke Az impott fuvatköltsége 
milliárd forintban milliárd forintban 


(y.) 6 
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Megoldás. A fuvatköltségek alakulását a €, az import értékek alakulást 
pedig az n valószínűségi változóval jelölve, a megadott táblázat a (én) -ra 
vonatkozó konkrét n — 7 elemű mintát tattalmazza. 

A keresett a és b együtthatókat a 


n 2 n n 
a: yxj tb: XX; — XX; XI; 
i-1 i-1 i-1 
n n 
a: yx; 4b-n—- X.Y; 
i-1 i-1 


egyenletrendszer megoldásával kapjuk. 
Az egyenlettendszet megoldása 














2 
1 2 n c S 
34-48) zz $57-[ 31) 
n ;-1 n ;—-1 i-1 i-1 
22 
1.2 a il E 
me GY 77 2Ii 
n ij-1 n i-I 
x z 5637, 
22 
1.2 sg me 
—: EX; —]-— 2 X; 
n ;-1 n ;-1 
1 2 l 2 
b — —- Di —d:" —: DX; z -51,97. 
n ;-1 n ;-1 


Így a négyzetesen legjobban közelítő egyenes: 
y-a:x1b-5637-x—51,97 


Az MS Excel alkalmazásával a keresett a együtthatót például a 
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- KORREL((2,64:2,83:3,12:3,31:3,69:3,86;3,95) ; 
194,8;112,85122,7;134,1;148,2;167,7;175y) 
SZÓRÁSP((94,8;112,8;122,7;134,1;148,167,7;175p)/ 
SZÓRÁSPC( (2,64;2,83:3,12:3,31;3,69;3,86;3,95)) , 
b együtthatót pedig a 
- ÁTLAG(194 8;112,8;122,7;134,1;148,2;167,7;175p) 
- 5637  ÁTLAG(12,64;2,83;3,12:3,31;3,69:3,86;3,95)) 


kifejezések kiéttékelésével határozhatjuk meg. 


A négyzetesen legjobban közelítő egyenes az MS Excel 
LIN.ILL(tömbi;tömb2 ) 


függvényének felhasználásával egyszerűbben is meghatározható, ahol a 
tömb] az y,, a tömb2 pedig az Xx; értékeket tartalmazó cella-tattományok. 
A függvény az a és a b értékeket tartalmazó tömböt adja eredményül. 

Ha az előző feladat y; értékeit az AI:G1 cellatattományba, az x; értékeit 


pedig az A2 : G2 cella-tarttományba írjuk, akkor a függvényt 
- INDEX(LIN ILL(A1l: G1I; A2 : G2); 1; 1) 
módon kiértékelve az a, és 
- INDEX(LIN ILL(A1: G1I; A2 : G2); 152) 


módon kiértékelve a b paraméter értékét kapjuk. 

Az MS Excelben a LIN.ILL függvénynek a most mondottaknál sokkal 
általánosabb alakja is létezik. 

A tegtesszió elemzéssel kapcsolatosan felhívjuk az Olvasó figyelmét az 
MS Excel TREND , LOGILL és NÖV függvényeire. 
Önmagában is érdekes a korrelációs együttható szignifikanciájának vizsgá- 
lata. Ha (én) együttes eloszlása normális, akkor annak a null-hipotézis- 
nek a tesztelése, hogy a köztük levő korrelációs együttható 0, egyben € és 
n függetlenségének vizsgálatát is jelenti. 
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Név- és tárgymutató 


B 


becslés hatásfoka 124 
becslés, aszimptotikusan 
totzítatlan 124 
becslés, elégséges 129 
becslés, hatásos 123 
becslés, konzisztens 128 
becslés, totzítatlan 123 
binomiális eloszlás 44 


EÉ 


egyenletes eloszlás 45 
egymást kizáró események 14 
egymintás t-próba 145 
egymintás u-próba 143 
együttes eloszlásfüggvény 68 
eloszlás 37 

eloszlásfüggvény 37 
empirikus eloszlásfüggvény 117 
empirikus közép 115 
empirikus szótásnégyzet 116 
esemény bekövetkezése 13 
eseményalgebra 15 
események egyenlősége 13 
események ellentettje 14 
események függetlensége 22 
események különbsége 13 
események összege 13 
események szotzata 13 
Euler-féle gamma-függvény 109 
exponenciális eloszlás 46 

F 

F-eloszlás 111 


feltételes eloszlásfüggvény 90 
feltételes relatív gyakoriság 20 


feltételes sűrűségfüggvény 91 

feltételes valószínűség 20 

feltételes várható érték 92 

F-próba 147 

független valószínűségi változók 
72 

G 
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